
Кафедра прикладної механіки  
факультету техногенно-екологічної безпеки 

Національного університету цивільного захисту України 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ПРИКЛАДНА МЕХАНІКА 
 

РОЗДІЛ «ОПІР МАТЕРІАЛІВ» 
 
 

МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ  
КОНТРОЛЬНОЇ (МОДУЛЬНОЇ) РОБОТИ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Харків 2014 



 2 

Друкується за рішенням кафедри 
прикладної механіки НУЦЗУ  

Протокол від 20.10.2014 р. № 9 
 

 
Укладачі: І.В.Міщенко, В.М.Халипа, Г.О.Чернобай 

 
 

Рецензенти: В.Л.Хавін – завідувач кафедри опору матеріалів На-
ціонального технічного університету «ХПІ», кандидат технічних наук, 
професор; 

В.К.Мунтян - завідувач кафедри фізико-математичних дисциплін 
Національного університету цивільного захисту України, кандидат техні-
чних наук, доцент. 
 
 
 
 

Прикладна механіка. Розділ «Опір матеріалів». Методичні  вказів-
ки до виконання контрольної (модульної) роботи /Уклад. І.В.Міщенко, 
В.М.Халипа, Г.О.Чернобай.- Х.: НУЦЗУ, 2014.-84 с. 
 
 
 

Запропоновані типові задачі дисципліни «Прикладна механіка. Розділ «Опір 
матеріалів». Викладена методика розв’язання наведених задач. Проведено числові 
розрахунки. 

Для курсантів, студентів і слухачів відповідно до програми вищої освіти у на-
прямах «Пожежна безпека», «Цивільний захист», «Охорона праці», «Хімічна техно-
логія». Може бути корисним під час аудиторних занять та для самостійної роботи.  

 
 
 
 
Відповідальний за випуск І.В.Міщенко 
 
 
 

© Національний університет цивільного захисту України, 2014 
 



 3 

ВСТУП 
 

Основною метою модульних робіт є набуття студентами та курсан-
тами  вміння самостійної роботи, практичного використання теоретичних 
знань з дисципліни прикладна механіка.  

Методичні вказівки до виконання модульної роботи підготовлені 
згідно з навчальною програмою розділів курсу прикладної механіки, роз-
ділу «Опір матеріалів». Опір матеріалів є однією з основних загальноос-
вітніх інженерних дисциплін і відіграє значну роль у формуванні фахівців 
технічних спеціальностей.  

У запропонованому виданні наведено розв’язання десяти характе-
рних задач з вказаної дисципліни, в яких аналізується поведінка конс-
трукцій при розтяганні-стисканні, крученні, згинанні, та під навантажен-
ням, яке може привести до втрати стійкості. Підбір і кількість задач зу-
мовлені обсягом теоретичного матеріалу, який викладається під час 
проведення аудиторних занять з прикладної механіки. Опис кожної за-
дачі містить в собі теоретичну та практичну частини, а також порядок 
проведення розрахунків. 

В опорі матеріалів розглядаються питання розрахунку окремих 
елементів конструкцій та питання розрахунку деяких найпростіших конс-
трукцій на міцність, жорсткість та стійкість. Набуття навичок правильно-
го розрахунку конструкцій дозволить вірно оцінювати спроможність 
конструкцій опиратися навантаженню, прогнозувати їхню поведінку з 
точки зору задоволенню вищевказаним характеристикам міцності, жорс-
ткості та стійкості. Невірні розрахунки навіть незначного елементу конс-
трукцій може мати важкі наслідки та привести до руйнування конструкції 
в цілому. 

На відміну від теоретичної механіки, розділом якої є статика, і в 
якій всі тіла розглядаються як абсолютно тверді, в опорі матеріалів вра-
ховується, що елементи конструкцій при дії зовнішніх сил змінюють свої 
форму та розміри, тобто деформуються. Під час вирішення задач опору 
матеріалів застосовуються методи теоретичної механіки (розділ «Стати-
ка») і математичного аналізу, а також використовуються дані з розділів 
фізики, в яких вивчаються властивості різних матеріалів. 

Навчально-методичне видання має структуру, котра дозволяє сту-
дентам та курсантам самостійно без зайвих пояснень викладача викону-
вати модульну роботу. 
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1. ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ МОДУЛЬНОЇ РОБОТИ 
 

Методичні вказівки містять розв’язання десяти характерних задачі 
з вказаної дисципліни. Підбір задач зумовлений обсягом теоретичного 
матеріалу, який викладається під час проведення аудиторних занять з 
прикладної механіки (розділ «Опір матеріалів»). Кожна задача відповідає 
певній частині курсу – задачі 1-4 пов’язані з вивченням розтягання-
стискання, задачі 5 і 6 присвячені крученню. Під час вирішення задачі 7 
аналізується поведінка конструкції під час згинання, причому окремо ро-
зглядаються конструкції з характерними видом закріплення – консольне 
закладення та шарнірне спирання балки. Задачі 8 і 9, використовуючи у 
якості вихідних даних результати розрахунків попередньої задачі, допо-
магають визначенню або вибору оптимальних плоских перерізів конс-
трукції, що працює на згинання, а також наводять певні критерії оптима-
льності. Остання задача присвячена аналізу поведінки стержнів в умовах 
поздовжнього стискання. 

На початку кожної задачі містяться теоретичні відомості, визначен-
ня та формули, які використовуються під час вирішення. Кожна задача 
супроводжується роз’ясненням, як приклад наводиться розв’язання за-
дачі з певними числовими даними. Під час вирішення задачі №8 даються 
посилання на Таблицю з числовими даними, яку розміщено в кінці ви-
дання в окремому Додатку. 

Кожній задачі відповідає певна схема, на якій показано зовнішнє 
навантаження (сили, моменти, розподілене навантаження). Напрям дії 
зовнішніх факторів на схемі відповідає даним із знаком «», для даних із 

знаком «» необхідно змінити напрям дії цих навантажень на протиле-

жний, привести навантаження до реального, що відповідає варіанту за-
вдання, після чого починати вирішення задачі.  

Нумерація формул, рисунків і таблиць в теоретичній частині, що 
передує розв’язанню кожної задачі, є подвійною і прив’язана до номера 
задачі: перше число (цифра) показує поточний номер задачі (від 1 до 
10), друге – номер формули.  
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ВИМОГИ ДО ОФОРМЛЕННЯ РОЗРАХУНКОВОЇ РОБОТИ 

 

Робота подається виконаною на форматі А4, титульний лист офор-

млюється згідно з загальними правилами Університету цивільного захис-

ту України. 

При виконанні завдань необхідно взяти з таблиці до кожної задачі 
дані відповідно до наданого викладачем цифрового шифру та трьох лі-
тер (Г, Д, Е). Цей шифр зберігається протягом виконання всіх задач і має 
бути вказаним на титульному листі. З кожної вертикальної колонки таб-
лиці вихідних даних до задачі, означеною внизу певною літерою, треба 
взяти тільки одне значення, номер якого збігається з цифрою шифру лі-
тери. Наприклад, якщо шифр ГДЕ = 105, тобто Г = 1, Д = 0, Е = 5, від-
повідні вихідні дані з таблиці необхідно брати наступним чином: 
 

Номер Вихідні дані (1) Вихідні дані (2) Вихідні дані (3) 

1    

2    

3    

4    

5    

6    

7    

8    

9    

0    

 Г Д Е 

 
До задачі додається відповідний Рисунок з усіма умовними позна-

ченнями. Розрахунок супроводжується необхідними поясненнями з наве-
денням основних формул в загальному вигляді та після підстановки чис-
лових даних. Обов’язково вказувати розмірність будь-якої величини. 

При вирішенні кожної задачі необхідно приводити розмірності всіх 

величин до системи SI , для чого на наступній сторінці наведені розмір-
ності основних фізичних величин, які використовуються в прикладній 
механіці. В деяких випадках ця умова не є необхідною, але з метою за-
побігання певних непорозумінь кожного такого разу на цьому робиться 
окремий наголос. 
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РОЗМІРНОСТІ ТА ОДИНИЦІ ВИМІРЮВАННЯ ФІЗИЧНИХ  
ВЕЛИЧИН, ЯКІ ВИКОРИСТОВУЮТЬСЯ В ОПОРІ МАТЕРІАЛІВ 

 

Найменування ве-
личини, її  

позначення 

Одиниця  
вимірювання 

(система SI ) 

Скорочене по-
значення оди-

ниць вимірю-
вання 

Розмірність основних або 
похідних одиниць 

Довжина, L , l  Метр м  L , 1 м 

Діаметр, D , d  Метр м  L , 1 м 

Площа, A  Квадратний метр м2  2L , (1 м)2 

Осьовий момент 

опору перерізу, W  
Кубічний метр м3  3L , (1 м)3 

Момент інерції пе-

рерізу, I  

Метр в четвер-
тому ступені 

м4  4L , (1 м)4 

Густина,   Кілограм на 
кубічний метр 

кг/м3    3 LM , (1 кг):(1 м)3 

Сила, F , N , Q  

Вага, G  
Ньютон Н 

     2 TLM  

(1 кг)(1 м):(1 с)2 

Питома вага,   Ньютон на 
кубічний метр 

Н/м3 
     22   TLM  

(1 кг):(1 м)2:(1 с)2 

Розподілене наван-
таження, інтенсив-

ність, q  
Ньютон на метр Н/м 

   2 TM  

(1 кг) (1 с)2 

Момент, M  Ньютон-метр Нм 
     22  TLM , 

(1 кг)(1 м)2:(1 с)2 

Напруження,  ,  
Паскаль 

(Ньютон на ква-
дратний метр) 

Па (Н/м2) 
     21   TLM  

(1 кг):(1 м):(1 с)2 

Модуль пружності, 

E , G  

Паскаль 
(Ньютон на ква-
дратний метр) 

Па (Н/м2) 
     21   TLM  

(1 кг):(1 м):(1 с)2 

Кут закручування, 
  Радіан рад 1 

Подовження, l  Метр м  L , 1 м 

 

Зауваження! Скорочені позначення одиниць вимірювання SI , що 
мають спеціальне найменування (та позначення) на честь видатних вче-
них (наприклад, Ньютон, Паскаль, Джоуль тощо), завжди починаються з 
великої літери. 
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 НАЙМЕНУВАННЯ ПРИСТАВОК ДЛЯ КРАТНИХ ТА ЧАСТКОВИХ 
ОДИНИЦЬ ВИМІРЮВАНЬ (В ДІАПАЗОНІ 10-12 - 1012) 

 
Найменування приставки 

(позначення) Множник 
Наймену-

вання множ-
ника Українське Російське Лат 

тера Т тера Т T 10
12

 =1000000000000 трильйон 

гіга Г гига Г G 10
9 
 
 
=1000000000 мільярд 

мега М мега М M 10
6  

 =1000000 мільйон 

міріа ма мириа ма ma 10
4 
 
 
=10000 міріад 

кіло к кило к k 10
3 
 
 
=1000 тисяча 

гекто г гекто г h 10
2 
 
 
=100 сто 

дека да дека да da 10
1  

 =10 десять 

     10
0  

 =1 одиниця 

деци д деци д d 10
-1 

 =0,1 одна десята 

санти с санти с c 10
-2

 
 
=0,01 одна сота 

мілі м милли м m 10
-3

 
 
=0,001 одна тисячна  

міріо мо мирио мо mo 10
-4

 
 
=0,0001 одна міріадна 

мікро мк микро мк  10
-6

 
 
=0,000001 одна мільйонна 

нано н нано н n 10
-9 

 =0,000000001 одна мільярдна 

піко п пико п p 10
-12

 =0,000000000001 
одна  
трильйонна 

 

g = 9,80665 м/с2  9,81 м/с2 – прискорення вільного падіння. 

= 3,1415926356... 
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2. ОСНОВНІ ПЕРЕДУМОВИ НАУКИ «ОПІР МАТЕРІАЛІВ» 
 

Під час дослідження міцності, жорсткості та стійкості елементів 
конструкцій в опорі матеріалів використовують низку передумов (при-
пущень), які спрощують розрахунки. До основних передумов можна від-
нести наступні. 

1. Матеріал конструкції є однорідним і суцільним, тобто його влас-
тивості не залежать від форми та розмірів тіла й є однаковими в усіх йо-
го точках. 

2. Матеріал конструкції є ізотропним, тобто його властивості за усі-
ма напрямами однакові. Ця передумова використовується для більшості 
задач опору матеріалів, хоча для деяких матеріалів, які називаються у 
протилежність анізотропними (наприклад, для деревини, коли властиво-
сті вздовж і поперек волокна суттєво різняться) вона надто умовна, що 
потрібно враховувати під час розв’язання задач. 

3. Матеріал конструкції є ідеально пружнім, тобто здатний повністю 
відновлювати початкову форму і розміри тіла після усунення причин 
(зняття навантаження), які викликали його деформацію. Остання не за-
лежить від послідовності прикладання навантаження. 

4. Деформація матеріалу конструкції в кожній його точці прямо 
пропорційна напруженню в цій точці. Ця передумова називається зако-
ном Гука. 

5. Деформації конструкції вважаються настільки малими, що можна 
не враховувати їхнього впливу на взаємне розташування навантаження 
та на відстань від навантаження до будь-яких точок конструкції. 

Питання придатності цієї передумови вирішується у кожному випа-
дку з урахуванням не тільки виду конструкції, а також характеру та ве-
личини діючого на неї навантаження. 

6. Результат впливу на конструкцію системи навантажень дорівнює 
сумі результатів впливу кожного навантаження окремо. При цьому слід 
мати на увазі, що на конструкцію одночасно з кожним навантаженням 
діють реакції опорних закріплень, що викликані цим навантаженням. 

Це положення має назву принципу незалежності дії сил. Його часто 
називають також принципом накладення. Він застосовується у випадках, 
коли можна використовувати закон Гука (п. 4) та передумова про ма-
лість деформацій (п. 5), оскільки є їхнім наслідком. 

7. Поперечні перерізи бруса (стержня), які є плоскими до прикла-
дання до нього навантаження, залишаються плоскими й під час дії нава-
нтаження. Ця гіпотеза називається гіпотезою плоских перерізів, або гі-
потезою Бернуллі. Вона відіграє значну роль в опорі матеріалів і викори-
стовується при виведенні більшості формул для розрахунку конструкцій. 
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3. ЗАДАЧА № 1. РОЗТЯГАННЯ-СТИСКАННЯ МЕТАЛЕВИХ  
СТЕРЖНІВ ПОСТІЙНОГО ПЕРЕРІЗУ ПІД ДІЄЮ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ 

СИЛ 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 
Теоретичні відомості, які надані до Задачі № 1, мають бути викори-

стані під час вирішення задач № 1-4. 
При розтяганні (стисканні) прямого бруса в його поперечних пере-

різах виникає тільки один внутрішній силовий фактор - поздовжня сила, 

яка позначається 
Z

N  або N . Прямі бруси, що працюють на розтягання 

або стискання, часто називають стержнями. 
Поздовжні сили, що відповідають деформації розтягання, вважають 

позитивними, а стискання – негативними. При розтяганні поздовжня си-
ла спрямована від перерізу, а при стисканні – до нього. 

Модуль і напрям (знак) поздовжньої сили визначається з рівняння 
рівноваги, складеного для відсіченої частини бруса 

 
i

iz
FN 0 ,                                    (1.1) 

тобто поздовжня сила в довільному поперечному перерізі бруса чисель-

но дорівнює алгебраїчній сумі проекцій на його поздовжню вісь Z  всіх 

зовнішніх сил, прикладених до залишеної частини. Напрям сили N  про-

тилежний напряму проекції (на вісь Z ) рівнодіючої зовнішніх сил, прик-
ладених до залишеної частини. 

В тих випадках, коли поздовжні сили в різних поперечних перері-
зах бруса неоднакові, закон їхньої зміни по довжині бруса зручно пред-
ставити у вигляді графіка, який називається епюрою поздовжніх сил. Ар-
гументом при побудові цього графіка є координата поперечного переріза 

бруса ( z ), а функцією – поздовжня сила ( N ). Таким чином, епюра поз-

довжніх сил – це графік функції  zfN  . Не завжди можна скласти 

вираз вказаної функції, яке справедливе при всіх значеннях координати 

z  (для всього бруса), тому приходиться розбивати брус на ділянки, для 

кожної з яких буде свій вираз функції  zfN  . 

Епюру поздовжніх сил будують в першу чергу для того, що викори-
стати її під час розрахунку бруса на міцність, вона дає можливість знайти 
найбільші значення поздовжніх сил і положення перерізів, в яких вони 
виникають. 
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В загальному випадку брус навантажений зосередженими силами 

i
F , прикладеними в певних місцях бруса, та інтенсивностями 

i
q , що ді-

ють на деяких ділянках певної довжини. При побудові епюри N  та по-
дальшому аналізі її правильності необхідно користуватися певними пра-
вилами. 
1. Величини поздовжніх сил відкладають у вибраному масштабі від осі 

епюри; при цьому додатні значення N  (розтягання) відкладають до-
гори, а від’ємні – вниз від осі. 

2. Якщо на ділянці відсутня інтенсивність ( 0q ), а діють тільки зосере-

джені сили, епюра паралельна осі абсцис, тобто constN  . 

3. Якщо на ділянці інтенсивність 0q , то епюра є нахиленою прямою, 

нахил якої залежить від знаку (напряму дії) інтенсивності. 
4. В місцях прикладення зосереджених сил на епюрі відбуваються стри-

бки у зміні ординат. 
При розтяганні (стисканні) бруса в його поперечних перерізах ви-

никають тільки нормальні напруження  . В загальному вигляді 

A

N
 ,                                           (1.2) 

де A  - площа поперечного переріза бруса. Для нормальних напружень 
приймають те ж саме правило знаків, що й для поздовжніх сил, тобто 
при розтяганні вважають напруження позитивними. Умова міцності за-
писується у вигляді 

 
A

N
max ,                                    (1.3) 

де    - допустиме нормальне напруження. 

Для визначення зміни довжини l  всього бруса (або його окремої 
ділянки) необхідно взяти інтеграл 


l EA

Ndz
l ,                                        (1.4) 

де E  -  модуль пружності 1-го роду для певного матеріалу. В найбільш 

загальному випадку, коли закони зміни N  і A  (або одної з цих величин) 

різні для окремих ділянок бруса, при визначенні l  інтегрування ведуть 
в межах кожної з ділянок, а потім результати додають  
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k

i li EA

Ndz
l

1

.                                      (1.5) 

В окремому випадку, коли поперечний переріз бруса або окремої її діля-
нки постійне та поздовжня сила в усіх перерізах постійна, то 

EA

Nl
l  .                                         (1.6) 

Зважаючи на те, що поздовжня сила може мати знак «» або «+», зміни 

довжини l  теж має відповідний знак. Якщо l 0 – це подовження 

бруса, якщо l 0 – це укорочення. Зміна довжини бруса (подовження 

або укорочення) дорівнює алгебраїчній сумі (тобто з урахуванням знаків) 
подовжень (укорочень) окремих ділянок 

 
 

k

i

k

i ii

ii
i

AE

lN
ll

1 1

.                                 (1.7) 

При побудові епюри l  та аналізі її правильності слід користувати-
ся певними правилами. Зазначений аналіз слід проводити, рухаючись 
зліва направо. 
1. Переріз, в якому брус закріплений, є нерухомим, тому слід відкладати 

переміщення l  з нульової відмітки. 
2. На границі певної ділянки слід відкладати величину алгебраїчної суми 

змін довжини всіх попередніх ділянок, наприклад, на границі першої 

ділянки 
1
l , другої 

21
ll   тощо. 

3. Якщо епюра поздовжніх сил паралельна осі абсцис, тобто 

constN  , епюра l  є нахиленою лінією. 

4. Якщо епюра поздовжніх сил є нахиленою прямою, епюра l  є пара-

болою. Для випадку, коли N  зростатиме, незважаючи на знак, пара-

бола буде випуклістю вниз ; коли N  зменшується, незважаю-

чи на знак, парабола буде випуклістю догори . 
 

3.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 1 
 

Сталевий стержень, що складається з трьох ділянок постійного по-

перечного перерізу площею A і довжиною 
1
l , 

2
l , 

3
l , навантажений зо-

середженими силами 
1

F , 
2

F , 
3

F , які спрямовані вздовж його осі. 
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Необхідно побудувати епюру поздовжніх сил N  та визначити 

площу перерізу A, яка забезпечує міцність стержня (матеріал – сталь 

Ст3, допустимі нормальні напруження   =100 МПа, модуль пружності 

E =21011 Па). Побудувати епюру переміщень та визначити зміну дов-

жини стержня (окремо по кожній ділянці та загальну). 
Загальна схема навантаження стержня має бути адаптована з ура-

хуванням вихідних даних, які відповідають певному варіанту завдання й 
які необхідно взяти з таблиці. 
 

 
 
 

№ 1
l , 

м 
2

l , 

м 
3

l , 

м 
1

F , 

кН 
2

F , 

кН 
3

F , 

кН 

1 1,0 1,9 0,5 -10 105 -41 

2 2,0 2,8 2,0 20 -25 32 

3 1,0 1,7 1,0 -30 35 -23 

4 2,0 1,6 1,0 40 -45 56 

5 0,6 0,5 0,7 -50 55 -28 

6 0,7 1,0 0,9 90 -65 93 

7 0,8 1,0 0,4 -80 75 -54 

8 2,4 0,6 0,5 70 -85 37 

9 1,2 0,7 0,8 -60 95 -61 

0 1,1 0,8 0,9 100 -15 19 

 Д Г Е Е Д Г 
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3.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

 
Вихідні числові дані: 


1
l  1,1 м; 

2
l  1,9 м; 

3
l  0,9 м; 

1
F  100 кН; 

2
F  -15 кН;  


3

F  -41 кН 

Числові дані з урахуванням знаків (враховано зміною напрямів дії сил): 


1

F  100 кН; 
2

F  15 кН; 
3

F  41 кН  

 
РОЗВ’ЯЗАННЯ 

 

Спрямуємо вісь Z  у позитивному напрямі праворуч. Визначимо 

опорну реакцію R  в лівому жорсткому закладенні, попередньо спряму-

вавши її праворуч (проекція опорної реакції на вісь Z  має знак «»). 
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Якщо напрям дії опорної реакції, умовно кажучи, «вгадано», то з рівнян-

ня рівноваги ми отримуємо величину R  додатною. Якщо «не вгадано» і 

опорна реакція R  є від’ємною, необхідно змінити напрям її дії на проти-
лежний і присвоїти замість від’ємного значення узятий за модулем дода-
тний. Це і буде остаточно вірне визначення опорної реакції за напрямом 
дії та величиною. 

За умови рівноваги конструкції відповідне рівняння має вигляд: 

0321  FFFR , або 321 FFFR  . Остаточно 

444115100 R  кН. 
Знак «-» показує, що обраний попередній напрямок опорної реакції 

є невірним. Змінюємо напрям дії R  на протилежний (ліворуч), на рисун-
ку закреслюємо попередній варіант її спрямування та показуємо дійсний 
напрям дії. Величина, що буде використовуватися для розрахунків вели-

чин поздовжніх сил, буде R=44 кН. 
Визначимо поздовжні сили на кожній з трьох ділянок, записавши 

умови рівноваги. На кожній ділянці поздовжню силу N  спрямуємо у по-
зитивному напрямку, зробимо умовний перетин у будь-якому місці діля-
нки та запишемо умови рівноваги. Якщо після розрахунків поздовжня 

сила N  матиме знак «+», то на цій ділянці розтягання, якщо «» - стис-

кання. 
Необхідно зауважити, що після урахування знаків зовнішніх сил 

зміною напрямів їхньої дії всі зовнішні сили мають знак «+» і саме ці ве-
личини слід підставляти в рівняння для визначення величини поздовж-
ньої сили. 

 

 

Ділянка І: 
1

0 lz  . 

За умов рівноваги 0
1
 NR . 

Тому 441  RN  кН. На цій ділянці 

поздовжня сила є постійною. 
 

 

  
Ділянка ІІ: 

2
0 lz  . 
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За умов рівноваги 021  NFR . Звідки отримуємо 

561004412  FRN  кН, на цій ділянці поздовжня сила є по-

стійною та від’ємною. 
 

 
Ділянка ІІІ: 30 lz  . 

За умов рівноваги 0321  NFFR . Звідки отримуємо 

411510044213  FFRN  кН. Як і на попередній ділянці, 

поздовжня сила є постійною та від’ємною. 

Величина 3N  має збігатися з величиною сили 
3

F , враховуючи її 

характер дії.  
За умов навантаження конструкції зосередженими силами, які при-

кладені до певних перерізів, поздовжні сили на ділянках є постійними. 

Це відображено на епюрі N  у вигляді ліній, паралельних нульовій, та в 

залежностях для 1N , 2N , 3N , у виразах для яких відсутня залежність 

від змінної z . 

Аналізуючи побудовану епюру поздовжніх сил N , визначаємо 

найнебезпечнішу ділянку, на якій величина N  (за модулем) буде найбі-

льшою. Порівнюючи величини 1N , 2N , 3N , визначаємо максималь-

ну. Тому 562  NNmax  кН. 

Для визначення площі перерізу A, яка забезпечує міцність стерж-
ня, треба записати умову міцності: 

 

 
A

N
max

, звідки 
 

4

6

3

1065
10100

1056 






 ,

N
A max  м2. 

 

Зміна довжини будь-якої i -ої ділянки постійного поперечного пе-
рерізу та однорідності матеріалу за умов постійності (в межах ділянки) 

поздовжньої сили constN
i
  визначається за формулою 



 16 

AE

lN
l ii

i



 . Наголошуємо, що в наведену формулу величини iN  під-

ставляються зі своїми знаками. Отже 
1) ділянка І –  

3

411

3

11
1 104320

1065102

111044 












 ,

,

,

AE

lN
l  м. 

2) ділянка ІІ –  

3

411

3

22
2 109500

1065102

111056 












 ,

,

,

AE

lN
l .  

3) ділянка ІІІ –  

3

411

3

33
3 103300

1065102

901041 












 ,

,

,

AE

lN
l .  

Загальна зміна довжини стержня 
321

llll
заг

 . 

3333 108480103300109500104320   ,,,,lзаг  м. 

Закон зміни довжин будь-якої i -ої ділянки є лінійним. При прове-

денні аналізу відповідності епюр поздовжніх сил N  та переміщень l  
при русі від жорсткого закладення до вільного краю слід пам’ятати на-
ступне. Якщо поздовжня сила додатна, пряма на епюрі переміщень пря-
мує вгору (у задачі – ділянка І). Якщо поздовжня сила від’ємна, пряма на 
епюрі переміщень прямує вниз (у задачі – ділянки ІІ та ІІІ). Якщо поздо-
вжня сила дорівнює нулю, на епюрі переміщень пряма паралельна нейт-
ральній лінії, що означає незмінність довжини ділянки. Аналізуючи побу-
довані епюри, можна визначити відповідно до поведінки конструкції в 
цілому розтягання на І-ій ділянці, розтягання та стискання на ІІ-ій та 
стискання на ІІІ-ій. Загальна зміна довжини бруса отримана зі знаком 
«», тому в задачі визначено скорочення бруса. 
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4. ЗАДАЧА № 2. РОЗТЯГАННЯ-СТИСКАННЯ МЕТАЛЕВИХ  
СТЕРЖНІВ ПОСТІЙНОГО ПЕРЕРІЗУ ПІД ДІЄЮ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ 

СИЛ ТА РОЗПОДІЛЕНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
 

4.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 2 
 

 
 

№ 1
l , 

м 
2

l , 

м 
3

l , 

м 
1

F , 

кН 
2

F , 

кН 
3

F , 

кН 
1

q , 

кН/м 
2

q , 

кН/м 
3

q , 

кН/м 

1 1,0 1,9 0,5 -10 105 -41 0 -10 0 

2 2,0 2,8 2,0 20 -25 32 0 20 0 

3 1,0 1,7 1,0 -30 35 -23 0 -30 -30 

4 2,0 1,6 1,0 40 -45 56 -10 40 40 

5 0,6 0,5 0,7 -50 55 -28 20 -25 -50 

6 0,7 1,0 0,9 90 -65 93 -30 0 10 

7 0,8 1,0 0,4 -80 75 -54 25 0 -20 

8 2,4 0,6 0,5 70 -85 37 -15 0 30 

9 1,2 0,7 0,8 -60 95 -61 0 10 -40 

0 1,1 0,8 0,9 100 -15 19 0 -20 50 

 Д Г Е Е Д Г Е Г Д 

 
Сталевий стержень, що складається з трьох ділянок постійного 

поперечного перерізу площею A і довжиною 
1
l , 

2
l , 

3
l , навантажений 

зосередженими силами 
1

F , 
2

F , 
3

F  та рівномірно розподіленим наван-

таженням інтенсивністю 
1

q , 
2

q , 
3

q , які спрямовані вздовж його осі. 
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Необхідно побудувати епюру поздовжніх сил N  та визначити 

площу перерізу A, яка забезпечує міцність стержня (матеріал – сталь 

Ст3, допустимі нормальні напруження   =100 МПа, модуль пружності 

E =21011 Па). Побудувати епюру переміщень та визначити зміну дов-

жини стержня (окремо по кожній ділянці та загальну). 
Загальна схема навантаження стержня має бути адаптована з ура-

хуванням вихідних даних, які відповідають певному варіанту завдання й 
які необхідно взяти з таблиці. 

 
4.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 

 

 
Вихідні числові дані: 


1
l  1,1 м; 

2
l  1,9 м; 

3
l  0,9 м; 

1
F  100 кН; 

2
F  -15 кН;  


3

F  -41 кН; Числові дані з урахуванням знаків (враховано зміною 

напрямів дії сил): 


1

F  100 кН; 
2

F  15 кН; 
3

F  41 кН; 
1

q  0 кН/м; 
2

q  10 кН/м; 


3

q  50 кН/м  
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РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

Спрямуємо вісь Z  у позитивному напрямі праворуч. Визначимо 

опорну реакцію R  в лівому жорсткому закладенні, попередньо спряму-

вавши її праворуч (проекція опорної реакції на вісь Z  має знак «»). 
Якщо напрям дії опорної реакції, умовно кажучи, «вгадано», то з рівнян-

ня рівноваги ми отримуємо величину R  додатною. Якщо «не вгадано» і 

опорна реакція R  є від’ємною, необхідно змінити напрям її дії на проти-
лежний і присвоїти замість від’ємного значення узятий за модулем дода-
тний. Це і буде остаточно вірне визначення опорної реакції за напрямом 
дії та величиною. 

За умови рівноваги конструкції відповідне рівняння має вигляд: 
 

03322321  lqlqFFFR , або 

3322321 lqlqFFFR  . Остаточно 

70905091104115100  ,,R  кН. 

 
Знак «-» показує, що обраний попередній напрямок опорної реакції 

є невірним. Змінюємо напрям дії R  на протилежний (ліворуч), на рисун-
ку закреслюємо попередній варіант її спрямування та показуємо дійсний 
напрям дії. Величина, що буде використовуватися для розрахунків вели-

чин поздовжніх сил, буде R=70 кН. 
Визначимо поздовжні сили на кожній з трьох ділянок, записавши 

умови рівноваги. На кожній ділянці поздовжню силу N  спрямуємо у по-
зитивному напрямку, зробимо умовний перетин у будь-якому місці діля-
нки та запишемо умови рівноваги. Якщо після розрахунків поздовжня 

сила N  матиме знак «+», то на цій ділянці розтягання, якщо «» - стис-

кання. 
Необхідно зауважити, що після урахування знаків зовнішніх сил 

зміною напрямів їхньої дії всі зовнішні сили мають знак «+» і саме ці ве-
личини слід підставляти в рівняння для визначення величини поздовж-
ньої сили. 

 

Ділянка І. 
1

0 lz  . 

За умов рівноваги 0
1
 NR . 

Тому 70
1

 RN  кН. На цій ділянці 

поздовжня сила є постійною. 
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 Ділянка ІІ. 
2

0 lz  . 

За умов рівноваги 0
221
 NzqFR . Звідки отримуємо 

zzqFRN  1030
212

, на цій ділянці поздовжня сила змі-

нюється за лінійними законом, тому для побудови епюри необхідно ви-

значити значення 
2

N  у двох довільних перерізах на цій ділянці, в якості 

яких, зазвичай, беруть границі ділянки. 

При 0z  30
12

 FRN  кН;  

при 
2
lz   11

2212
 lqFRN  кН. 

 
Ділянка ІІІ. 30 lz  . 

За умов рівноваги 0332221  NzqFlqFR . Звідки 

отримуємо zzqFlqFRN  504322213  (знову лінійна 

залежність).  

При 0z  4
22213
 FlqFRN  кН; 

при 
3
lz   41

3322213
 lqFlqFRN  кН. 

Остання величина має збігатися з величиною сили 
3

F , враховуючи 

її характер дії. Аналізуючи побудовану епюру поздовжніх сил N , визна-

чаємо найнебезпечнішу ділянку, на якій величина N  (за модулем) буде 
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найбільшою. Порівнюючи величини 1N , 2N , 3N , визначаємо макси-

мальну. Тому 701  NNmax  кН. 

Для визначення площі перерізу A, яка забезпечує міцність стерж-
ня, треба записати умову міцності: 

 

 
A

N
max

, звідки 
 

4

6

3

107
10100

1070 






 max

N
A  м2. 

 

Зміна довжини будь-якої i -ої ділянки постійного поперечного пе-
рерізу та однорідності матеріалу визначається за формулою 

 
 







ii l

i

l

i

i
dzzN

AE
dz

AE

zN
l

00

1
. Якщо на ділянці поздовжня сила 

constN
i
 , наведена формула спрощується 

AE

lN
l ii

i



 . Отже 

1) ділянка І –  

3

411

3

11

1
105500

107102

111070 












 ,

,

AE

lN
l  м. 

2) ділянка ІІ –  
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0

33

0

2

2
10101030

1 ll

dzz
AE

dz
AE

zN
l . Остаточно 

3

2

8

3

2
102780

0

91

2
1030

1041

10 










 ,

,z
z

,
l  м. Як бачимо, зміна 

довжини другої ділянки змінюється за квадратичним законом, тому фор-

му випуклості параболи визначає знак при доданку 
2z . В даному випад-

ку випуклість спрямована вниз. 
3) ділянка ІІІ –  

    






33

0

33

0

3

3
1050104

1 ll

dzz
AE

dz
AE

zN
l . Остаточно 

3
2

8

3

3 101190
0

90

2
504

1041

10 










 ,

,z
z

,
l  м. В даному випадку 

випуклість спрямована догори. 
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Загальна зміна довжини стержня 
321

llll
заг

 . 

3333 101530101190102780105500   ,,,,lзаг  м. 

Аналізуючи побудовані епюри, можна визначити розтягання на І-ій 
ділянці, стискання на ІІ-ій та переважне стискання на ІІІ-ій. Загальна 
зміна довжини бруса отримана зі знаком «+», тому в задачі визначено 
подовження бруса. 
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5. ЗАДАЧА № 3.  РОЗТЯГАННЯ-СТИСКАННЯ МЕТАЛЕВИХ  
СТЕРЖНІВ ЗМІННОГО ПЕРЕРІЗУ 

 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 
Розглядаючи розтягання (стискання) металевого стержня змінного 

по окремих ділянках перерізу, слід зауважити, що вся теоретична части-
на, наведена для вирішення попередніх задач, залишається без змін, але 

з деякими доповненнями. Для побудови епюри поздовжньої сили N  так 
саме застосовується метод перерізів, коли по ділянках визначаються свої 

залежності для N . Відмінності полягають в тому, що перевірка умови 
міцності для стержня постійного перерізу або підбір необхідної його 
площини здійснюється за формулою (1.3). Для стержнів змінного перері-
зу для кожної окремої ділянки ця перевірка здійснюється за формулою у 
вигляді 

  k,...,i,
A

N

i

max

i

i 1 ,                        (3.1) 

де для i -ої ділянки ( k,...,i 1 , всього k  ділянок), 
imax

N  - максимальна 

поздовжня сила, i  - максимальне напруження, iA  площа поперечного 

перерізу,    - допустиме напруження для певного матеріалу. Слід за-

уважити, що у випадку різної роботи матеріалу на стискання та розтя-
гання (наприклад, чавун), перевірка за формулою (3.1) здійснюється з 
урахуванням знаку поздовжньої сили, який визначає вид деформування, 

а також вимагає знання величин    при стисканні та розтяганні. 

Зміна довжини бруса визначається за формулою (1.7). Правила по-

будови епюр N  і l  залишається незмінним у порівнянні з попередніми 
задачами. 

 
5.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 3 

 
Сталевий східчастий стержень, що складається з трьох ділянок ци-

ліндричного поперечного перерізу з діаметрами 
1

d , 
2

d , 
3

d  і довжиною 

1
l , 

2
l , 

3
l , навантажений зосередженими силами 

1
F , 

2
F , 

3
F , які спрямо-

вані вздовж його осі. 

Необхідно побудувати епюру поздовжніх сил N  та нормальних 
напружень  . Перевірити, чи забезпечується міцність стержня (матеріал 
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– сталь Ст3,   =100 МПа, E =21011 Па). Якщо умова міцності не вико-

нується, визначити величини діаметрів, які забезпечать міцність відпові-
дних ділянок та зробити відповідне креслення. Побудувати епюру пере-
міщень та визначити зміну довжини стержня. 

 
 

 
 

 
№ 

1
l , 

м 
2

l , 

м 

3
l , 

м 
1

F , 

кН 
2

F , 

кН 

3
F , 

кН 
1

d , 

м 
2

d , 

м 

3
d , 

м 

1 1,0 1,9 0,5 -10 105 -41 0,10 0,05 0,08 

2 2,0 2,8 2,0 20 -25 32 0,20 0,07 0,14 

3 1,0 1,7 1,0 -30 35 -23 0,30 0,09 0,32 

4 2,0 1,6 1,0 40 -45 56 0,15 0,11 0,12 

5 0,6 0,5 0,7 -50 55 -28 0,25 0,03 0,08 

6 0,7 1,0 0,9 90 -65 93 0,30 0,06 0,21 

7 0,8 1,0 0,4 -80 75 -54 0,12 0,09 0,27 

8 2,4 0,6 0,5 70 -85 37 0,14 0,12 0,25 

9 1,2 0,7 0,8 -60 95 -61 0,15 0,24 0,16 

0 1,1 0,8 0,9 100 -15 19 0,11 0,14 0,22 

 Д Г Е Е Д Г Е Г Д 
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5.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

 

 
Вихідні числові дані: 


1
l  1,1 м; 

2
l  1,9 м; 

3
l  0,9 м; 

1
F  100 кН; 

2
F  -15 кН; 


3

F  -41 кН; 
1

d  0,11 м; 
2

d  0,05 м; 
3

d  0,22 м 

Числові дані з урахуванням знаків (враховано зміною напрямів сил): 


1

F  100 кН; 
2

F  15 кН; 
3

F  41 кН;  
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РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

Визначення опорної реакції R  в правому жорсткому закладенні в 
даній задачі не є необхідним, тому починаємо вирішення задачі з вільно-
го краю першої ділянки (опорна реакція визначається автоматично за 

умов вірної побудови епюри поздовжніх сил N ) та рухаємось до жорст-
кого закладення.  

Визначимо поздовжні сили на кожній з трьох ділянок, записавши 

умови рівноваги. Спрямуємо вісь Z  у позитивному напряму праворуч. 

На кожній ділянці поздовжню силу N  спрямуємо у позитивному напря-

мку праворуч, зробимо умовний перетин у будь-якому місці ділянки та 

запишемо умови рівноваги. Якщо після розрахунків поздовжня сила N  
матиме знак «», то на цій ділянці розтягання, якщо «» - стискання. За 

відсутності розподіленого навантаження на окремій ділянці поздовжня 
сила буде постійною.  

Необхідно зауважити, що після урахування знаків зовнішніх сил 
зміною напрямів їхньої дії всі зовнішні сили мають знак «+» і саме ці ве-
личини слід підставляти в рівняння для визначення величини поздовж-
ньої сили. 

 

 

Ділянка І. 
1

0 lz  . 

За умов рівноваги 

0
11
 NF . Тому 

100
11
 FN  кН.  

 
 

Ділянка ІІ. 
2

0 lz  . 

За умов рівноваги 0
221
 NFF , звідки 85

212
 FFN  

кН. 
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Ділянка ІІІ. 
3

0 lz  . За умов рівноваги 

0
3321
 NFFF , звідки 44

3213
 FFFN  кН. 

Для аналізу напруженого стану розглянемо кожну ділянку окремо. 
Якщо напруження по ділянках є від’ємними, необхідно перевіряти умову 
міцності, беручи їхні значення за модулем. В цій задачі всі поздовжні си-

ли додатні, тому для порівнянні з допустимим напруженням   =100 

МПа беремо визначені напруження 1 , 2 , 3 . 

 

Ділянка І: поперечний переріз з діаметром 110
1

,d   м, його площа 

дорівнює 
32

11
105039

4




 ,dA  м2. 

Напруження 51510
105039

10100
3

3

1

1

1
,

,A

N








 МПа   , тобто 

умова міцності виконується. Зміна довжини ділянки постійного попереч-

ного перерізу 
4

311

3

1

11

1
105780

105039102

1110100 












 ,

,

,

AE

lN
l  м. 

Ділянка ІІ: поперечний переріз з діаметром 050
2

,d   м, його площа 

дорівнює 
32

22
109631

4




 ,dA  м2. 

Напруження 30143
109631

1085
3

3

2

2

2
,

,A

N








 МПа   , тобто 

умова міцності виконується. Зміна довжини ділянки постійного попереч-

ного перерізу 
4

311

3

2

22

2
101144

109631102

911085 












 ,

,

,

AE

lN
l  м. 
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Ділянка ІІІ: поперечний переріз з діаметром 220
3

,d   м, його пло-

ща дорівнює 
32

33
1001338

4




 ,dA  м2. 

Напруження 1571
1001338

1044
3

3

3

3

3
,

,A

N








 МПа   , тобто 

умова міцності виконується. 
Зміна довжини ділянки постійного поперечного перерізу 

4

311

3

3

33

3
100520

1001338102

901044 












 ,

,

,

AE

lN
l  м. 

Загальна зміна довжини стержня 
321

llll
заг

 . 

4444 107444100520101144105780   ,,,,l
заг

 м. При 

побудові епюри l  необхідно враховувати, що при constN
i
  на цій 

ділянці l  змінюється за лінійним законом – на епюрі пряма нахилена 
лінія. 
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6. ЗАДАЧА № 4. РОЗТЯГАННЯ-СТИСКАННЯ МЕТАЛЕВИХ  
СТЕРЖНІВ З УРАХУВАННЯМ ВЛАСНОЇ ВАГИ 

 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 
До теоретичних відомостей, наведених при вирішенні задач №1 - 

№3, додаються нові, пов’язані з розв’язанням задач на розтягання-
стискання металевих стержнів під дією власної ваги та зовнішньої зосе-
редженої сили. 

Прикладом рівномірно розподіленого осьового навантаження є 

власна сила тяжіння (вага) бруса, при цьому Aq   - інтенсивність роз-

поділеного навантаження, AlG   - вага всього бруса (  - питома вага 

матеріалу, A  - площа поперечного перерізу, l  - довжина бруса). Для 

частин бруса з різною площею поперечного перерізу 
i

A  та різною дов-

жиною 
i
l  вага кожної частини буде визначатися за формулою 

iii
lAG  .                                       (4.1) 

 

 

 
Рисунок 4.1. Рисунок 4.2. 

 
Для східчастого стержня при визначенні переміщень деякого пере-

різу треба ретельно аналізувати характер зовнішнього навантаження. 
Розподілене навантаження, яке розташовано нижче вказаного перерізу, 
можна замінити зосередженим за формулою (4.1). Розподілене наванта-
ження, що діє вище вказаного перерізу, теж можна замінити зосередже-
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ним, але необхідно пам’ятати, що подовження бруса постійного перерізу 
від дії рівномірно розподіленого навантаження вдвічі менше, ніж подов-
ження від зосередженої сили, що дорівнює рівнодіючої цього наванта-
ження та прикладеної до вільного кінця бруса.  

Математично це набуває наступного вигляду. Нехай необхідно ви-
значити подовження вільного кінця бруса для двох випадків, наведених 
на Рис. 4.1 та Рис 4.2. Якщо для зображеного на Рис. 4.2 бруса загальне 

подовження за формулою (1.6) за умови qlN   (можна визначити рів-

нодіючу, за величиною еквівалентною на вантаженню на брус на Рис. 
4.1) дорівнює 

EA

ql

EA

Nl
l

2

 ,                                  (4.2) 

то для зображеного на Рис. 4.1 бруса загальне подовження за формулою 

(1.4) за умови загального вигляду qzN   

EA

ql
dz

EA

qz

EA

Ndz
l

ll 2

2

 .                        (4.3) 

Взагалі, епюра переміщень бруса з урахуванням власної ваги є па-
раболою. 

 
 

6.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 4 
 

Східчастий сталевий стержень скла-
дається з ділянок площею поперечного пере-

різу A, A2  і знаходиться під дією власної 

ваги та зосередженої сили F  . 
Побудувати епюру поздовжніх сил 

N  та визначити площу поперечних перерізів, 
яка забезпечує міцність стержня (матеріал – 

сталь Ст3,   =160 МПа, E =2,11011 Па). 

Побудувати епюру нормальних напружень  . 
Визначити переміщення перерізу І-І. 
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№ № схеми 
1

F , кН a , м b , м c , м 

1 1 600 3,1 4,0 4,4 

2 2 800 3,2 4,9 4,3 

3 3 900 3,3 4,8 4,2 

4 4 1000 3,4 4,7 4,1 

5 5 1400 3,5 4,6 2,1 

6 6 1800 3,6 4,5 2,2 

7 7 2000 3,7 4,4 3,1 

8 8 1700 3,8 4,3 3,2 

9 9 1500 3,9 4,2 3,3 

0 10 1000 3,0 4,1 3,4 

 Е Д Г Д Е 

 
 

6.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

 
Числові дані: F  1000 кН, a  3,10 м, b  4,10 м, c  3,40 м. 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

Густина матеріалу Ст3 7800  кг/м3, питома вага  

780008197800  ,g  Н/м3 78  кН/м3. 

Введемо позначення ділянок і параметри бруса на них: 

Ділянка 1 – довжина a , площа поперечного перерізу A2 ; 

Ділянка 2 – довжина b , площа поперечного перерізу A; 

Ділянка 3 – довжина c , площа поперечного перерізу A . 
Розподілене навантаження (на ділянці 1) інтенсивністю 

AAAq 1562782
1

  кН/м. 

Розподілене навантаження (на ділянках 2, 3) інтенсивністю 

AAAq 7878
2

  кН/м. 

Позитивний напрям осі Z  - вниз, поздовжню силу N  спрямуємо 
догори. Тоді у випадку, коли після розв’язання рівняння рівноваги відсі-

ченої частини бруса величина N 0, на цій ділянці розтягання. 

Поздовжні сили N  та напруження   по ділянках при русі знизу 
догори відповідно дорівнюють. 

Для ділянки 1 за умов рівноваги 0
11

 zqFN , звідки 

zqFN 
11

. Величина 
1

N 0, тому на першій ділянці розтягання. Лі-

нійна залежність  zN
1

 вимагає для побудови епюри поздовжніх сил ви-

значення величини 
1

N  у двох довільних точках. Для цього беремо гра-

ниці 1-ої ділянки. Тоді при 0z   1000
1

 FN  кН і напруження 

A

F

2
   МПа; при az    aAaqFN  1561000

11
 кН; 

a
A

F

A

aA

A

F



 78

22

156

2
 МПа. 

Для ділянок 2 і 3 - zqaqFN 
212

, cbz 0 . 

При 0z   aAaqFN  1561000
12

 кН;  

a
A

F

A

aA

A

F



 156

156
 МПа; 

При cbz   
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    cbaAcbqaqFN  781561000212  кН. 

 
 cba

A

F

A

cbA

A

aA

A

F






 78156

78156
 МПа. 

 

 

 
Ділянка 1 az 0  Ділянки 2,3 cbz 0  
 

Епюра напружень   побудована в умовних позначеннях з невідо-

мою A. Визначаємо найбільш небезпечний переріз, для нього запишемо 

умову міцності:     cba
A

F
78156 , звідки визнача-

ємо A: 

   cba

F
A




78156
=

 
4

336

3

1092062
43141078131015610160

101000 



 ,

,,,
 м2; 

4108401252  ,A  м2. 
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Переміщення l  перерізу І-І дорівнює подовженню (якщо 0 l ), 

або укороченню (якщо 0 l ) ділянки 3. Для цієї частини: 

1) Сила 1000F  кН є зосередженим навантаженням; 
2) Вага ділянки 1 є зосередженим навантаженням: 

aAaqG  156
11

= 304313109206210156 43   ,,  Н; 

3) Вага ділянки 2 є зосередженим навантаженням: 

bAbqG  78
22

= 20131410920621078 43   ,,  Н; 

4) Вага ділянки 3 є розподіленим навантаженням: 

cAcqG  78
23

= 16694310920621078 43   ,,  Н. 

Зміна довжини будь-якої ділянки з довжиною l  постійного поперечного 

перерізу 
пер

A  визначається за формулою 

 
 







ll

перпер

dzzN
AE

dz
AE

zN
l

00

1
. Для нашої схеми зміна довжини 

ділянки 3 від дії розподіленого навантаження дорівнює 

22

1
3

2

2

0
2









 




перпер

c

пер
AE

cG

AE

cq
dzzq

AE
l  . Отже остаточно з 

урахуванням усіх доданків 























2

321

AE

cG

AE

cG

AE

cG

AE

cF
l

II

  33 105892100021500051800078305742   ,,,,,  м. 
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7. ЗАДАЧА № 5. КРУЧЕННЯ СТЕРЖНІВ ПОСТІЙНОГО ПЕРЕРІЗУ 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 

Стержень працює на кручення, якщо в його поперечних перерізах 
виникають крутильні моменти, тобто моменти, що знаходяться в площи-
ні перерізу. Стержні, що обертаються та працюють на кручення, нази-
ваються валами. 

Застосовуючи метод перерізів і розглядаючи рівновагу відсіченої 
частини, робимо висновок - внутрішні сили, які виникають в поперечно-
му перерізі бруса, мають дати момент (крутильний момент), що урівно-
важує зовнішні моменти, прикладені до цієї частини. Тобто, крутильний 
момент в довільному перерізі бруса, чисельно дорівнює алгебраїчній сумі 
моментів, які прикладені до відсіченої частини. 

Для розрахунку на міцність, як і при розтяганні (стисканні) бруса, 
необхідно знайти його найнебезпечніший переріз. У випадку, коли роз-
міри поперечного перерізу по довжині бруса постійні, найнебезпечніши-
ми будуть ті перерізи, в яких крутильний момент максимальний. Графік, 
який показує закон зміни крутильних моментів по довжині бруса, нази-
вається епюрою крутильних моментів. Побудова цих епюр принципово 
нічим не відрізняється від побудови епюр поздовжніх сил і проводиться 
на основі сформульованого правила обчислення крутильних моментів. 

Для визначення знаків моментів існує певне правило, хоча фізич-

ного сенсу воно не має. Крутильний момент M  в перерізі nm  вва-

жається додатним, коли зовнішній момент M  обертає відсічену частину 
проти годинникової стрілки, якщо дивитися на відсічену частину з боку 
перерізу (на Рис. 5.1,а це показано з точки спостерігача праворуч від 
зовнішнього моменту, на Рис. 5.1,б це показано з точки спостерігача лі-

воруч від зовнішнього моменту). Якщо зовнішній момент M  обертає ві-
дсічену частину за годинниковою стрілкою (при погляді з боку перерізу), 
то крутильний момент в перерізі вважається від’ємним (на Рис. 5.2,а це 
показано з точки спостерігача праворуч від зовнішнього моменту, на 
Рис. 5.2,б це показано з точки спостерігача ліворуч від зовнішнього мо-
менту). 

Епюра має вигляд прямокутників. В місцях прикладення зовнішніх 
моментів ординати епюри мають стрибок на величину прикладеного в 
цьому місці зовнішнього моменту. 
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а) б) 

Рисунок 5.1. 
 

 
а) б) 

Рисунок 5.2. 
 

При крученні в поперечних перерізах стержня діють тільки дотичні 
напруження , тобто напружений стан в точках стержня, який скручу-
ється, є чисти зсувом. 

Умова статичної міцності вала при крученні має вигляд 

 




W

M max
max ,                              (5.1) 

де maxM  - максимальний крутильний момент, W  - полярний момент 

опору або момент опору при крученні,    - допустиме напруження. По-

лярний момент опору W  пов’язаний з полярним моментом інерції пере-

різу I  і відстанню від полюса переріза до найбільш віддаленої точки 

переріза. Для круглого перерізу полюсом є його центр, а вказана відс-

тань є радіусом. Тому для цього перерізу з урахуванням 
32

4d
I


  і 

2

d
r   маємо 
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16

2

32

34 d

d

d

r

I
W





 

 .                           (5.2) 

Якщо крутильний момент M , матеріал вала з модулем пружнос-

ті другого роду (або модулем зсуву) G  та поперечний переріз з поляр-

ним моментом інерції I  є постійними, то для вала довжиною l  його 

деформація (взаємний кут повороту перерізів  ) дорівнює 




GI

lM
.                                     (5.3) 

Ця формула за своєю структурою з точністю до позначень аналогі-
чна формулі (1.4) для визначення деформацій при розтяганні-стисканні. 

Для вала, на якому можна виділити окремі ділянки довжиною il  зі своїм 

навантаженням і геометричним розміром, кут повороту i  і загальний 

кут закручування всього валу   відповідно дорівнює 

i

ii

GI

lM



 , 
 



1i i

ii

GI

lM
.                          (5.4) 

Кут   може бути додатним, від’ємним і в окремому випадку дорів-

нювати нулю. За наявності побудованої епюри крутильних моментів та 
знання умов закріплення стержня визначення кутових переміщень пере-
різів стержня та побудова їхньої епюри не є складним. Якщо для вала 
немає нерухомих перерізів, то для побудови епюри кутових переміщень 
приймають будь-який переріз умовно нерухомим. 

При аналізі правильності побудови вказаної епюри та її відповід-
ності епюрі крутильних моментів існують певні правила. 

1. Якщо на ділянці епюра  M  є горизонтальною лінією, то епюра   є 

нахиленою лінією. 

2. Якщо M 0, то   зростатиме, якщо M 0, то   зменшується. 

3. В місцях прикладення зовнішніх моментів на епюрі M  є стрибки, а 

на епюрі   присутній злам. 

4. Кожний наступний кут 
i

  для i -ї ділянки відкладається відносно суми 

кутів закручування попередніх ділянок.  
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7.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 5 
 

На сталевий вал, що має суцільний переріз із постійним діаметром, 

насаджено чотири шківи, до яких прикладені моменти 
1

M , 
2

M , 
3

M , 

4
M . Побудувати епюру крутильних моментів M . З умови міцності 

потрібно визначити діаметр валу d . Побудувати епюру кутів закручу-
вання  . Допустимі дотичні напруження при крученні для матеріалу ва-

ла   = 60 МПа, модуль пружності другого роду (при зсуві) G= 0,8105 

МПа. 
 

 
 

№ 1
M ,кНм 

2
M ,кНм 3

M ,кНм a , м b , м c , м 

1 0,1 -0,6 1,5 0,45 0,55 0,31 

2 0,2 0,7 -1,4 0,46 0,75 0,32 

3 0,3 -0,8 1,3 0,47 0,65 0,33 

4 0,4 0,9 -1,2 0,48 0,85 0,34 

5 0,5 -1,0 1,1 0,49 1,00 0,35 

6 -0,1 1,1 -0,5 0,50 0,95 0,36 

7 -0,2 -1,2 0,6 0,41 1,10 0,37 

8 -0,3 1,3 -0,7 0,42 0,70 0,38 

9 -0,4 -1,4 0,8 0,43 0,60 0,39 

0 -0,5 1,5 -0,9 0,44 0,50 0,40 

 Е Г Д Е Г Д 
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7.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

На схемі наведено напрям дії моментів 
1

M , 
2

M , 
3

M , який відпо-

відає додатним величинам цих моментів, узятих з таблиці. Якщо таблич-
ні дані дають величини будь-якого з зазначених моментів зі знаком «», 

необхідно замінити напрям дії відповідного моменту на протилежний, 
узявши його значення після цього за модулем. При побудові епюри кру-

 

Вихідні дані: 
1

M  -0,50 кНм, 
2

M  -0,60 кНм, 
3

M  -0,90 кНм, 

a  0,44 м, b  0,55 м, c  0,40 м; 

Числові дані: 
1

M  0,50 кНм, 
2

M  0,60 кНм, 
3

M  0,90 кНм 

(знаки враховано зміною напрямів дії відповідних крутильних момен-
тів); 
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тильних моментів M  (рух справа наліво, від 4-го шківа до 1-го) кори-

стуємось правилом знаків. 

Для визначення напряму та величини зовнішнього моменту 
4

M  

обираємо (попередньо) напрям його дії  проти годинникової стрілки, як-
що дивитися з боку перерізу на ділянці c  і записуємо умову рівноваги 
конструкції: 

0
1234
 MMMM , тому  

80506090
1234

,,,,MMMM   кНм.  

Знак «» показує, що обраний (попередньо) напрям дії зовнішнього 

моменту 
4

M  був помилковий, тому треба змінити цей напрям на проти-

лежний, залишивши абсолютну величину моменту без змін (на рисунку 
показані обидва варіанти, попередній закреслено).  

По кожній ділянці визначаємо M  за допомогою методу перері-

зів. Внутрішній момент M  спрямовуємо таким чином (відповідно до 

Рис. 5.1,б), щоб одразу було зрозуміло його знак. Якщо за умов рівнова-

ги при обраному напрямі в перерізі M  отримує певний знак «+» або 

«», саме такий знак буде на епюрі. 

 
 

Ділянка c :  

043   MM . Тому 

3M 80
4

,M   кНм. 

Ділянка b:  

0432   MMM . Тому 

109080342 ,,,MMM   

кНм. 

В даній задачі доцільно починати побудову епюри M  саме з че-

твертого шківа, рухаючись від нього до першого, тому що з позиції спо-
стерігача в місці зробленого умовного перерізу (наприклад, на ділянці 
c ) напрям дії зовнішнього крутильного моменту є очевидним. 
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Ділянка a: 

04321   MMMM . Тому 

1M 50609080
234

,,,,MMM   кНм. 

Фактично, останнім перевірочним кроком є перехід ліворуч за пер-
ший шків, визначення крутильного моменту, який має дорівнювати ну-
лю. У нашому випадку це фактично приводить до рівняння  

0505011   ,,MМ  (проекція моменту 1M  є додатною). Тобто 

сталевий вал навантажений на ділянках a , b , c , а за межами першого 
та четвертого шківів навантаження відсутнє. 

Максимальний крутильний момент (за абсолютною величиною) ви-

значається з побудованої епюри M , а саме з величин 1M , 

2M , 3M : 80,M
max

  кНм;  

За умов міцності  




W

M max
max , тому полярний момент 

опору перерізу 
 

 


maxM
W , з урахуванням 

16

3d
W


  визначаємо 

діаметр сталевого валу:  

 
04080

1060143

10801616
3

6

3

3 ,
,

,M
d max 









   м.  

Полярний момент опору перерізу визначається за формулою: 

7
44

10722
32

04080143

32



 





 ,
,,d

I  м4. В межах кожної ділянки 

вала епюра є лінійною, тому достатньо обчислити кути повороту тільки 

для граничних перерізів. Кути закручування кожної i -ої з трьох ділянок 
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(нумерація зліва направо) визначаємо за формулою 










IG

lM ii
i , тому 

запишемо: 

3

711

3

1
100910

107221080

4401050 







 ,

,,

,,
 рад, 

(кут повороту переріза другого шківа відносно першого);  

3

711

3

2
10522

107221080

5501010 







 ,

,,

,,
 рад, 

(кут повороту переріза третього шківа відносно другого, відносно пер-

шого кут дорівнює 21
 ); 

3

711

3

3
106814

107221080

4001080 







 ,

,,

,,
 рад, 

(кут повороту переріза четвертого шківа відносно третього, відносно 

першого кут дорівнює 
321

 ). 

За визначеними кутами будуємо епюру  , умовно вважаючи неру-

хомим перший шків. Кут закручування 4-го шківа визначається за фор-

мулою 
3

321
102522  , рад. 
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8. ЗАДАЧА № 6. КРУЧЕННЯ СТЕРЖНІВ ЗМІННОГО ПЕРЕРІЗУ 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 

Всі теоретичні відомості, наведені при вирішенні задачі №4, зали-
шаються незмінними і для поточної задачі. Певні відмінності, які мають 
бути враховані, пов’язані з наявністю по довжині бруса ділянок змінного 
перерізу, а саме кільцевого. Епюра крутильних моментів будується, не-
зважаючи на це, а визначення найнебезпечніших перерізів необхідно 
проводити для кожного типу перерізу в брусі. Звичайно, що і при побу-
дові епюри кутів повороту перерізів через різні полярні моменти інерції 
теж враховується цей факт. 

Для кожного j -го типу перерізу визначається свій полярний мо-

мент опору W . Наприклад, для кола він визначається за формулою 

(5.2), для кільцевого перерізу за умов відомого співвідношення 
d

D
n   

між зовнішнім діаметром D  і внутрішнім d  ( в цьому випадку в точках 

на контурі перерізу, розташованих на відстані 
22

ndD
  від полюса пе-

рерізу, дотичні напруження будуть найбільші) полярний момент опору з 

урахуванням  44

32
dDI 


  має вираз 

    
















 

d
d

n

nd
d

n

D
dD

D
IW

1

16

2
1

32

2

32

2 3
3

4
4

44
. 

(6.1) 

В потенційно небезпечних перерізах (для кожного j -го типу) за 

формулою, аналогічною (5.1), мають визначатися максимальні напру-
ження  

 




j

jmax

jmax
W

M
.                            (6.2) 

За цим співвідношенням або робиться перевірка умов міцності бруса, або 
здійснюється підбір відповідного перерізу. 

Кути повороту визначаються за формулою (5.4) з урахуванням від-

повідного  полярного моменту інерції jI   для перерізу j -го типу. 
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8.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 6 

 

  

  

  

  

  

 



 46 

До сталевого валу прикладені моменти 
1

M , 
2

M . Побудувати 

епюру крутильних моментів M . З умови міцності потрібно визначити 

діаметри валу D  та d , якщо їхнє співвідношення дорівнює n . Побуду-
вати епюру кутів закручування  , визначити кут закручування вільного 

кінця валу. Допустимі дотичні напруження при крученні для матеріалу 

вала   = 100 МПа, модуль пружності другого роду (при зсуві) G= 

0,8105 МПа. Довжина ділянок вала вказана в метрах. 
 

№ № схеми 1
M ,кНм 

2
M ,кНм  n  

1 1 2,0 6,5 1,20 

2 2 2,5 6,0 1,25 

3 3 3,0 5,5 1,30 

4 4 3,5 5,0 1,35 

5 5 4,0 4,5 1,40 

6 6 4,5 4,0 1,45 

7 7 5,0 3,5 1,50 

8 8 5,5 3,0 1,55 

9 9 6,0 2,5 1,60 

0 10 6,5 2,0 1,65 

 Е Д Г Е 

 
8.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 

 
РОЗВ’ЯЗАННЯ 

 

При побудові епюри крутильних моментів M  (рух справа на-

ліво) користуємось правилами знаків. Рух  вздовж стержня починаємо 
від вільного кінця до жорсткого закладення. По кожній ділянці визнача-

ємо M  за допомогою методу перерізів. Внутрішній момент M  

спрямовуємо таким чином (відповідно до Рис. 5.1,б), щоб одразу було 
зрозуміло його знак. Якщо за умов рівноваги при обраному напрямі в 

перерізі M  отримує певний знак «+» або «», саме такий знак буде 

на епюрі. 
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Ділянка IV  Ділянка III  

 

Числові дані: 
1

M  6,50 кНм, 
2

M  6,50 кНм, n  1,65. 
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Ділянка IV : 4M 0  кНм (зовнішній момент відсутній); 

Ділянка III : За умов рівноваги 023   MM , тому 

3M 56
2

,M   кНм; 

 

 
Ділянка II  

 

Ділянка II : За умов рівноваги 022   MM , 

2M 56
2

,M   кНм; 

Ділянка I  : За умов рівноваги 0211   MMM , 

1M 05656
12

 ,,MM  кНм. 

 

 
Ділянка I  
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Максимальний крутильний момент (за абсолютною величиною) ви-

значається з побудованої епюри M  для кожного з видів перерізів:  

для суцільного вала 561 ,M max   кНм;  

для вала кільцевого перерізу 562 ,M max   кНм. 

За умов міцності  




W

M max
max , тому 

 
 


maxM

W , 

полярний момент опору суцільного перерізу 
16

3d
W


 , з урахуванням 

цього отримаємо діаметр сталевого валу:  

 
06920

10100143

10561616
3

6

3

3
1

,
,

,M
d

maxкр










  м; 

полярний момент опору кільцевого перерізу 












n
n

d
W

1

16

3
3

, з ура-

хуванням цього отримаємо діаметр сталевого валу:  

 
0440

651

1
65110100143

105616

1

16

3 36

3

3 3

2
,

,
,,

,

n
n

M
d

maxкр


























  м.  

Внаслідок того, що величина d  є визначальною для обох типів пе-

рерізів, з двох отриманих значень діаметра d  беремо найбільше, яке 
здатне забезпечити виконання умови міцності конструкції в цілому. 

Отримане значення округляємо до 070,  м. 

Полярний момент опору суцільного перерізу (з індексом 1) визна-

чається: 
6

44

1 103572
32

070143

32



 





 ,
,,d

I  м4. Полярний момент 

опору кільцевого перерізу (з індексом 2) визначається: 

    64
4

4
4

2 10114151651
32

070143
1

32



 





 ,,
,,

n
d

I  м4.  
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Кути закручування кожної i -ої з чотирьох ділянок (нумерація зліва 

направо) визначаємо за формулою 

j

ii
i

IG

lM








 , ( 1j  або 2j  

залежно від типу перерізу), враховуючи вигляд перерізу, тому запише-
мо: 

0
1
  рад, 

3

611

3

2
1069751

1035721080

511056 







 ,

,,

,,
 рад, 

(кут повороту переріза, що відповідає лівій границі другої ділянки відно-

сно першої, відносно нерухомого перерізу кут дорівнює 21
 );  

3

611

3

3
103765

10091121080

011056 







 ,

,,

,,
 рад, 

(кут повороту переріза, що відповідає лівій границі третьої ділянки від-
носно другої, відносно нерухомого перерізу кут дорівнює 

321
 ); 

0
4
  рад,  

(кут повороту переріза, що відповідає лівій границі четвертої ділянки ві-
дносно третьої, відносно нерухомого перерізу кут дорівнює 

4321
 ); 

За визначеними кутами будуємо епюру   з нерухомим перерізом в 

жорсткому закладенні. Кут закручування вільного кінця валу дорівнює 
алгебраїчній сумі кутів закручування кожної з ділянок 

3

4321
1007357  ,  рад. 
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9. ЗАДАЧА № 7. ПОПЕРЕЧНЕ ЗГИНАННЯ МЕТАЛЕВИХ БАЛОК 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ ТА ВИЗНАЧЕННЯ 
 

Поперечний вигин – це вид деформування, коли в поперечних пе-
рерізах стержня виникають згинальні моменти та поперечні сили. Нава-
нтаження стержня (балки, бруса) в загальному випадку складається з 

моменту M , сили F  і розподіленого навантаження з інтенсивністю q  

(Рис. 7.1). Останні два фактори спрямовані за нормаллю до осі стержня. 
Звичайно, що комбінація, напрям дії та кількість цих факторів є довіль-
ними. 
 

 
Рисунок 7.1. 

 
Опори балок, які розглядаються як плоскі системи, бувають трьох 

основних типів. 
 

 
а) б) в) 

Рисунок 7.2. 
 
1. Рухома шарнірна опора (Рис. 7.2,а). Така опора не заважає обертан-

ню кінця балки та його переміщенню вздовж площини кочення. В ній 
виникає тільки одна реакція, яка перпендикулярна площині кочення 
та проходить через центр катка. 

2. Нерухома шарнірна опора (Рис. 7.2.,б). Така опора допускає обертан-
ня кінця балки, але усуває її поступове переміщення в будь-якому на-
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прямі. Реакцію, що виникає в неї, можна розкласти на дві складові – 
горизонтальну та вертикальну. 

3. Жорстке закладення, або защемлення (Рис. 7.2.,в). Таке закріплення 
не допускає ані лінійних, ані кутових переміщень опорного перерізу. В 
цій опорі в загальному випадку може виникати реакція, котру зазви-
чай розкладають на дві складові (вертикальну та горизонтальну) і 
момент защемлення (реактивний момент). 

 

 

Декартова система координат, яка 
прив’язується до центра ваги поперечного 
переріза балки, показана на Рис. 7.3.  

Якщо всі силові фактори спрямовані 
за нормаллю до поздовжньої осі балки (ви-
падок прямого поперечного вигину), то го-
ризонтальні складові опорних реакцій від-
сутні, а залишають тільки вертикальні. В 
поперечному перерізі балки виникає попе-

речна сила Q , яка спрямована вздовж осі 

Y , та згинальний момент M , який діє в 

площині YZ . 
Рисунок 7.3. 

При визначенні опорних реакцій необхідно користуватися для мо-
ментів і сил правилами знаків, які відомі з курсу теоретичної механіки 
(для обраної системи координат проекція сили у позитивному напряму є 
додатною зі знаком «+», у негативному – є від’ємною зі знаком «», дія 

моменту відносно обраного перерізу за годинниковою стрілкою робить 
його від’ємним, проти годинникової стрілки – додатним). 

Для прямого поперечного вигину існують такі правила для обчис-
лення поперечних сил і згинальних моментів. 

Поперечна сила Q  в довільному поперечному перерізі балки чи-

сельно дорівнює алгебраїчній сумі зовнішніх сил, прикладених до її відсі-
ченій частині (діючих по один бік від перерізу). 

Згинальний момент M  в довільному поперечному перерізі балки 

чисельно дорівнює алгебраїчній сумі моментів всіх зовнішніх сил, прик-
ладених до її відсіченої частини та обчислених відносно центра ваги пе-
реріза, який розглядається (діючих по один бік від перерізу).  

Графічне відображення внутрішніх силових факторів вздовж осі 
балки за величиною та знаком надається у вигляді відповідних епюр. 
Для визначеності під час побудови епюр поперечних сил і згинальних 
моментів встановлені правила знаків. 
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а) б) 

Рисунок 7.4. 
 

Поперечна сила в перерізі балки nm  (Рис. 7.4) вважається 
додатною, якщо рівнодіюча зовнішніх сил ліворуч від перерізу спрямо-
вана знизу догори, а праворуч – навпаки (Рис. 7.4,а). У протилежному 
випадку (Рис. 7.4,б) поперечна сила вважається від’ємною. Існує ще 
один варіант трактування правила знаків для поперечної сили: попереч-
на сила вважається додатною, якщо вона намагається повернути відсі-
чену частину балки за годинниковою стрілкою (Рис. 7.5,а), і від’ємною, 
якщо вона намагається повернути відсічену частину балки проти годин-
никової стрілки (Рис. 7.5,б). 
 

  

а) б) 
Рисунок 7.5. 

 
Згинальний момент в перерізі балки nm  (Рис. 7.6) вважається 

додатним, якщо рівнодіючий момент зовнішніх сил ліворуч від перерізу 
спрямований за годинниковою стрілкою, а праворуч – навпаки (Рис. 
7.6,а). У протилежному випадку (Рис. 7.6,б) згинальний момент вважа-
ється від’ємним. Моменти, що зображені на Рис. 7.6,а, згинають балку 
випуклістю вниз, а моменти, що зображені на Рис. 7.6,б, згинають балку 
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випуклістю догори. Звідси слідує інше, більш зручне для розуміння пра-
вило знаків для згинального моменту. 
 

 
а) б) 

Рисунок 7.6. 
 

Згинальний момент вважається додатним, якщо в перерізі, що роз-
глядається, балка згинається випуклістю вниз. Волокна балки, які роз-
ташовані на увігнутій частині, є стиснутими, а на випуклій - розтягання. 
Таким чином, за домовленості відкладати позитивні ординати епюри 
згинальних моментів догори від осі ми отримуємо побудову епюри з боку 
стиснутих волокон балки. 

Між згинальним моментом, поперечною силою та інтенсивністю ро-
зподіленого навантаження легко встановлюються певні залежності - по-
хідна від поперечної сили по довжині балки дорівнює інтенсивності роз-
поділеного навантаження, похідна від згинального моменту по довжині 
балки дорівнює поперечній силі, інтенсивність розподіленого наванта-
ження дорівнює другій похідній від згинального моменту по довжині ба-
лки, - які записуються у вигляді 

2

2

dz

Md

dz

dQ
q,

dz

dM
Q,

dz

dQ
q 


  . 

Правильність побудови епюр Q  і M  перевіряється при умовно-

му русі вздовж осі балки тільки зліва направо за допомогою низки пра-
вил, що витікає з наведених залежностей або безпосередньо з методу 
перерізів. Слід пам’ятати, що горизонтальна пряма є лінією нульового 
порядку, нахилена пряма – лінією першого порядку, а парабола – кри-
вою другого порядку. Взагалі, порядок функції, що описує закон зміни 

поперечної сили Q , на одиницю менше порядку функції, що описує за-

кон зміни згинального моменту M . 

1. Якщо на деякій ділянці балки відсутнє розподілене навантаження 

( 0q ), то епюра Q  - пряма, паралельна осі балки, тобто 
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constQ  . В даному випадку похідна дорівнює нулю, отже, функція 

зберігає постійне значення. З останнього витікає, що епюра моментів на 

цій ділянці – нахилена пряма, тобто функція M  є лінійною. 

2. Якщо на деякій ділянці балки є розподілене навантаження ( 0q ), 

то епюра Q  - нахилена пряма, а епюра M  - парабола (крива другого 

порядку). В даному випадку похідна (q ) постійна, отже, функція ( Q ) 

лінійна. З останнього витікає, що функція M  є квадратичною. 

3. Якщо на деякій ділянці 0Q , то згинальний момент зростає, 

якщо 0Q , то згинальний момент зменшується, якщо 0Q , то 

згинальний момент є постійним (чистий вигин). 
4. Якщо поперечна сила, змінюючись безперервно, проходить через 
нульове значення, то у відповідному перерізі згинальний момент має ек-

стремум (максимум або мінімум). У випадку зміни знаку сили Q  з «» 

на «+» згинальний момент досягає мінімуму, у випадку зміни знаку сили 

Q  з «+» на «» згинальний момент досягає максимуму. 

5. За наявності зосередженої сили на епюрі Q  відбувається стрибок 

у напрямку прикладення цієї сили, який за величиною дорівнює їй.. На 

епюрі M  відбувається різка зміна кута нахилу (злам епюри) суміжних 

ділянок епюри. 
6. Якщо розподілене навантаження спрямовано вниз, то парабола, 

яка представляє епюру M , спрямована випуклістю догори, тобто на-

зустріч навантаженню. Справедливе й зворотне правило, тобто напрям 
дії розподіленого навантаження та випуклості параболи завжди проти-
лежний. 
7. В перерізі на вільному або шарнірно-опертому кінці балки згиналь-

ний момент M  дорівнює нулю, якщо там не прикладений зовнішній 

момент.  

8. Поперечна сила Q  на лівій опорі дорівнює за величиною та зна-

ком зовнішній силі (активній або реактивній), на правій - дорівнює за ве-
личиною та протилежна за знаком зовнішній силі (активній або реактив-
ній). 

9. Якщо до балки прикладений зовнішній момент, то на епюрі M  

відбувається стрибок, який дорівнює за величиною цьому моменту. На 

епюру Q  це ніяк не впливає, тобто ніяких змін не відбувається. 
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9.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 7 
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Для бруса, зображеного на схемі та навантаженого зовнішніми фа-

кторами, побудувати епюру поперечних сил Q  та згинальних моментів 

M .  

 

№ 
№ 

схеми 
1
l , 

м 
2

l , 

м 
    

M , 
кНм 

q , 

кН/м 

F , 
кН 

1 1 2,5 6,0 0,44 0,26 4,0 20 60 

2 2 2,6 6,2 0,42 0,28 4,5 19 55 

3 3 2,7 6,3 0,40 0,30 5,0 18 50 

4 4 2,8 6,4 0,38 0,32 5,5 17 45 

5 5 2,9 6,6 0,36 0,34 6,0 16 40 

6 6 3,0 6,8 0,34 0,36 6,5 15 35 

7 7 3,1 7,0 0,32 0,38 7,0 14 30 

8 8 3,2 7,2 0,30 0,40 7,5 13 25 

9 9 3,3 7,4 0,28 0,42 6,0 12 20 

0 10 3,4 7,6 0,26 0,44 8,5 11 15 

 Е Д Г Е Д Г Е Д 

 
Зважаючи на те, що вихідні дані в таблиці зведені для двох варіан-

тів завдання – консольної та шарнірно-опертої балок, потрібно брати для 
розв’язання задачі тільки необхідні.  
 



 58 

 

9.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ - КОНСОЛЬНА БАЛКА 
 

 
 

Числові дані: 
1
l  2,70 м,   0,40,   0,30, F  50,0 кН, q  

18,0 кН/м. 
 

РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

На рисунку позначаємо опору A, в якій існують опорна реакції R  

та згинальний момент M . Спрямуємо R  у позитивному напрямку осі 

Y  та момент M  за годинниковою стрілкою відносно точки A, а вели-



 59 

чини будемо визначати з умов рівноваги: сума проекцій сил на вісь Y  
дорівнює нулю та сума моментів сил та зосереджених моментів відносно 

точки A дорівнює нулю: 

 
i

i
F 0,    01  lqFR , звідки 

58643007218501 ,,,lqFR  кН. 

 
i

iM 0,   0
2

1
111 







 
 

l
llqlFM , 








 








 


2
1

2

2

11
1

111 lqlF
l

llqlFM  

  468715013007218724050 2 ,,,,,,  кНм. 

Знак «» показує, що напрям дії опорних реакцій обрано вірно, 

знак «» навпаки. У випадку, коли будь-яка опорна реакція після визна-

чення є від’ємною, необхідно змінити її напрям дії на протилежний, за-
лишаючи числове значення за модулем.  

Але визначення опорних реакцій для випадку консольної балки не 
є необхідним. У нас є вичерпна інформація щодо зовнішнього наванта-
ження (дії активних і реактивних сил) для початку розрахунків внутріш-
ніх факторів. Аналіз напруженого стану балки здійснюємо по ділянках, 

рухаючись від вільного краю до жорсткого закладення - опори A . Зва-
жаючи на визначені напрями дії опорних реакцій, можна вже стверджу-
вати, що в лівому перерізі на епюрах поперечна сила буде додатною, а 
згинальний момент від’ємним. 

Напрям дії поперечної сили та згинального моменту в довільному 
перерізі на будь-якій ділянці обираємо з урахуванням правил знаку. Як-

що після розрахунку Q  є додатною, то і на епюрі вона буде такою. Те 

ж саме стосується і згинального моменту M .  

 

 

Ділянка III: 
1

0 lz   

В перерізі діють поперечна сила Q  та 

згинальний момент M . Для їхнього 

визначення запишемо умови рівноваги 
відносно точки перерізу. 

 
Поперечна сила:  
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0 zqQ
Y

, звідки zqQ
Y

 . 

При 0z  маємо 0Q  кН;  

при 
1
lz   маємо 581472300181 ,,,lqQ   кН. 

Згинальний момент:  

0
2

2

 

z
qM , звідки 

2

2z
qM

X
 . 

При 0z  маємо 0M  кНм,  

при 
1
lz   

 
915

2

72300
18

2

222

1 ,
,,l

qM 





  кНм. 

 
 

 

Ділянка II: 

  10
1
lz  

В перерізі діють поперечна 

сила 
Y

Q  та згинальний мо-

мент 
X

M . Для їхнього ви-

значення запишемо умови 
рівноваги відносно точки 
перерізу. 

Поперечна сила:  

01  lqQ , звідки 1lqQ  . 

При 0z  маємо 581472300181 ,,,lqQ   кН, 

при   1
1
lz  581472300181 ,,,lqQ   кН. 

Згинальний момент:  

0
2

1
1 











  z

l
lqM , звідки 











 z

l
lqM

2

1
1 . 

При 0z   
 

915
2

72300
18

2

222

1 ,
,,l

qM 





  кНм,  

при   1
1
lz  маємо 

  






 














2
11

2

2

11
1

1 lql
l

lqM  

  721715040017230018 2 ,,,,,   кНм. 
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Ділянка I: 
1

0 lz   

В перерізі діють поперечна сила Q  та згинальний момент M . Для їх-

нього визначення запишемо умови рівноваги відносно точки перерізу. 
Поперечна сила: 

01  lqFQ , звідки 1lqFQ  . 

При 0z   58647230018501 ,,,lqFQ   кН,  

при 
1
lz    58647230018501 ,,,lqFQ   кН. 

Згинальний момент: 

0
2

111 















 
  zllqzFM , звідки 

















 
 zllqzFM

2
111 . 

При 0z  маємо 

  721715040017230018
2

1 22

1 ,,,,,lqM 






 


 кНм, при 
1
lz   маємо  








 


2
12

11 lqlFM

  468715013007218724050 2 ,,,,,,   кНм. 

Максимальний згинальний момент (за абсолютною величиною) для 

цієї конструкції дорівнює 4687,M
max

  кНм, а максимальна попереч-

на сила (за абсолютною величиною) 5864,Qmax   кН. Ці дані будуть 

використані під час вирішення Задачі № 8. 
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7.3. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ – ШАРНІРНО-ОПЕРТА 
БАЛКА 

 

 

Числові дані: 
2

l  6,00 м,   0,26, F  15,0 кН, q  11,0 кН/м. 

 

На рисунку позначаємо опори A та B , в яких існують відповідні 

опорні реакції 
A

R  та 
B

R . Спрямуємо їх у позитивному напрямку осі Y , а 

величини будемо визначати з умов рівноваги балки: сума проекцій сил 

на вісь Y  дорівнює нулю та сума моментів сил та зосереджених момен-

тів відносно точки A дорівнює нулю: 
 

 
i

i
F 0,    0

2
 lqFRR

BA
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i

iM 0, 0
2

2
2

22  lF
l

lqlR . 

1029626015
2

611

6

1

2

1 2

2

2

2

2

,,lF
l

q
l

R 



















  кН; 

90211510296112 ,,FRlqR    кН. 

Знак «» для визначених опорних реакцій R  та R  показує, що 

напрям їхньої дії обрано вірно. Як завжди, при отриманні від’ємного зна-
чення для будь-якої реакції необхідно змінити напрям її дії на протилеж-
ний, беручи в подальших розрахунках отриману величину за модулем. 
Аналіз напруженого стану балки здійснюємо по ділянках, рухаючись від 

опори A до опори B . 
Знову наголошуємо на тому, що напрям дії поперечної сили та зги-

нального моменту в довільному перерізі на будь-якій ділянці обираємо з 

урахуванням правил знаку. Якщо після розрахунку Q  є додатною, то і 

на епюрі вона буде такою. Те ж саме стосується і згинального моменту 

M . 

 

 

Ділянка I: 
2

0 lz   

В перерізі діють поперечна сила Q  та згиналь-

ний момент M . Для їхнього визначення запи-

шемо умови рівноваги відносно точки перерізу. 

Поперечна сила: 

0  zqRQ , звідки zqRQ   . 

При 0z  маємо 9021,RQ    кН, 

при 
2

lz   74462601190212 ,,,lqRQ    кН. 

Згинальний момент: 

0
2

2

 

z
qzRM , звідки 

2

2z
qzRM   . 

При 0z  маємо 0M  кНм, при 
2

lz   

   
7720

2

6260
1162609021

2

22

2
2 ,

,
,,

l
qlRM 





   

кНм. 
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Ділянка II: 
22

0 llz   

В перерізі діють поперечна сила 

Q  та згинальний момент M . 

Для їхнього визначення запишемо 
умови рівноваги відносно точки 
перерізу. 

Поперечна сила: 

  02   zlqFRQ ,  

звідки  zlqFRQ   2 . 

При 0z  маємо 

74196260111590212 ,,,lqFRQ    кН, 

при   1
2

lz  маємо  

10296111590212 ,,lqFRQ    кН. 

Згинальний момент: 

 
 

0
2

2

2
2 


 

zl
qzFzlRM ,  

звідки  
 

2

2

2
2

zl
qzFzlRM


  . 

При 0z  маємо 

   
7720

2

6260
1162609021

2

22

2
2 ,

,
,,

l
qlRM 





   

кНм, 

при   1
2

lz  маємо    
2

1
2

2
22

l
qlFlRM  

0
2

6
1174061569021

2

 ,,  кНм. 

 
Максимальний згинальний момент в конструкції діє в тому перерізі, 

де поперечна сила 0Q . На ділянці II поперечна сила змінює знак з 

«» на «», тому на цій ділянці треба визначити величину 
*

z , при якій 

0Q . Застосовуючи загальний вираз для поперечної сили на цієї ді-
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лянці  zlqFRQ   2  і підставляючи до нього замість z  

невідому 
*

z , маємо: 

  02   *zlqFRQ , звідки  

791
11

6260111590212 ,
,,

q

lqFR
z 





 

  м. Тому 

 
 




 


2

2

2
2

zl
qzFzlRMmax  

 
 

5038
2

7916260
117911579162609021

2

,
,,

,,,, 


  кНм. 

Для перевірки правильності побудови епюр поперечної сили Q  та 

згинального моменту M  скористаємось наведеними вище правилами. 

Шарнірне обпирання балки за відсутності зосередженого моменту в опо-

рах дає в лівому та правому перерізах   MM 0 кНм. Епюра Q  є 

нахиленою прямою через наявність на всій довжині балки розподіленого 
навантаження constq  . Його напрям дії вниз визначає характер епю-

ри M , яка є параболою, спрямованою випуклістю догори, назустріч дії 

q . В місці прикладення зосередженої сили на епюрі Q  з’являється 

стрибок на величину сили F  у напряму її дії. В цьому перерізі на епюрі 

M  з’являється злам. По краях балки на лівому перерізу   RQ , а 

на правому   RQ . На частині конструкції, де Q 0, момент 
X

M  

зростає, на частині конструкції, де Q 0, момент M  зменшується. При 

зміні знаку з «» на «» на епюрі M  визначається максимум. 

Аналіз побудованих епюр дає наступні числові дані 5038,M
max

  

кНм, 1029,Q
max

  кН. Ці дані є вихідними для задачі № 8 і приклад 

розв’язання задачі дається саме для них. Насправді, потрібно аналізува-
ти певний переріз, в якому діє максимальний згинальний момент, але 
поперечна сила там може бути не максимальною. Беручи максимальне 

значення maxQ  в іншому перерізі, ми певним чином погіршуємо реальну 

ситуацію, але, якщо в цьому випадку, виконується умова міцності, це 
означатиме, що в решті перерізів вона гарантовано буде виконуватися.  
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10. ЗАДАЧА № 8. ВИБІР ДВОТАВРОВОГО ПЕРЕРІЗУ 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 

Найбільш вигідними перерізами балок з точки зору втрат матеріалу 
є такі, в яких найбільша частка матеріалу розташована у верхній та ни-
жній частинах перерізу, де напруження є  найбільшими і саме тому ма-
теріал використовується найповніше. Велике практичне значення має 
питання про раціональний вибір двотаврового перерізу, тому що це цей 
профіль є основним балочним профілем. 

При поперечному вигині балок разом з нормальними  , як відомо, 
виникають і дотичні напруження . Взагалі, умова міцності має бути за-
писана для так званої небезпечної точки перерізу балки. Цією точкою 
буде одна з трьох точок: 1) точка, де нормальні напруження досягають 
найбільшої величини; 2) точка, де дотичні напруження досягають найбі-
льшої величини; 3) точка, де   і , хоча й не приймають максимальних 
значень, але в своїй комбінації створюють найбільш невигідне сполучен-
ня, тобто найбільше еквівалентне напруження за прийнятою для розра-
хунку теорією міцності. 

Перша точка розташована у крайніх волокнах того перерізу, де 
згинальний момент має найбільше значення. Напружений стан в такій 
точці є лінійним і умова міцності записується у вигляді  

 
W

Mmax
max .                                (8.1) 

В наведеній формулі ключовим є визначення моменту опору пере-

різу W  відносно нейтральної лінії перерізу, за цими даними для стан-

дартних профілів визначається решта геометричних характеристик. 
Друга точка знаходиться на нейтральній лінії того перерізу, де по-

перечна сила є найбільшою. В такій точці спостерігається чистий зсув 
(відсутність нормальних напружень) і умова міцності записується у ви-
гляді 

 









Id

SQmax
max .                              (8.2) 

Стосовно положення третьої точки немає повної визначеності. То-
му використовують так звані теорії міцності, що враховують і нормальні, 
і дотичні напруження. За четвертою теорією міцності еквівалентне на-
пруження визначається за формулою 
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  22 3
екв

.                            (8.3) 

Практика застосування та розрахунків балок показала доцільність 
розрахунків на міцність по найбільших нормальних напруженнях (це 
вважається основною умовою міцності), які виникають в їхніх попереч-
них перерізах. Незважаючи на це, в запропонованій задачі необхідно 
провести розрахунки на міцність по всіх критеріях. 
 

10.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 8 
 

Для бруса, зображеного на схемі та навантаженого зовнішніми 
факторами (задача 6), підібрати за умов міцності сталеву балку двотав-
рового поперечного перерізу за умов побудови епюри поперечних сил 

Y
Q  та згинальних моментів 

X
M  у попередній задачі. Матеріал бруса – 

сталь Ст3, допустимі нормальні напруження   =160 МПа, допустимі 

дотичні напруження   0,58  90 МПа, модуль пружності E =21011 

Па. 
 

10.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

 

Числові дані: 5038,M
max

  кНм, 1029,Q
max

  кН. 
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За умови міцності (8.1) по нормальних напруженнях 

 
W

Mmax
max , за даними, що були отримані під час вирішення за-

дачі №6 для шарнірно-опертої балки ( 5038,M
max

  кНм), визначаємо 

момент опору поперечного перерізу відносно осі X , беручи величини у 
відповідній розмірності: 

 
6

6

3

1063240
10160

105038 

 






 ,

,M
W max  м3= 63240,  см3.  

За цією величиною за ГОСТ 8239-89 (див. Додаток) обираємо дво-

тавр № 24, у якого величина 0289,W ДТ   см3=
6100289 ,  м3 є най-

ближчою більшою порівняно з отриманою   WW ДТ
.  

Проводимо уточнений розрахунок по нормальних напруженнях 

22133
10289

105038
6

3

,
,

W

M
ДТ

max
max 










 МПа   . 

Для цього двотавра за даними ГОСТ визначаємо також такі вели-
чини: 

- площа перерізу 834,A  см2=
410834 ,  м2; 

- статичний момент напівперерізу 163S  см3=
610163   м3; 

- момент інерції 3460I  см4=
8103460   м4; 

- товщина стінки 65,d   мм=
31065 ,  м. 

За умовою міцності по дотичних напруженнях (3.4.2) 

 









Id

SQmax
max  проводимо перевірку для перерізу, де діє найбі-

льша поперечна сила maxQQ  : 

4824
1034601065

1016310129
83

63

,
,

,
max











 МПа   . 

Отже, умова міцності по дотичних напруженнях виконується. 
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При перевірці міцності за 4-ою теорією міцності треба враховувати 
як нормальні, так і дотичні напруження в перерізі: 

  22 3
екв

. Задача ускладнюється двома факторами: 

1) в перерізі максимальні нормальні напруження виникають там, де 
дотичні напруження дорівнюють нулю, а максимальні дотичні – там, де 
нормальні дорівнюють нулю (див. Рисунок до задачі); 
2) вздовж балки переріз, де діє максимальний згинальний момент, не 
збігається з тим, де діє найбільша поперечна сила. 

Для двотавра, долаючи проблеми п.1, напруження перевіряють в 

точці B , де з’єднується полиця та стінка, де нормальні та дотичні на-
пруження водночас близькі до максимальних, причому приймаються такі 

співвідношення: max,  90 , max,  850 . 

Для подолання проблем за п.2 необхідно визначити переріз, де 
водночас мають великі значення згинальний момент і поперечна сила. 
Для розрахунків беремо найгірший варіант, перевіряємо для максималь-
них згинального моменту та поперечної сили. Якщо в цьому випадку 
умова міцності виконується, автоматично для решти випадків це теж має 
місце. Остаточно:  

90119221339090 ,,,, max   МПа, 

81204824850850 ,,,, max   МПа; 

2112581203901193 2222 ,,,
BBекв

  МПа   . 
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11. ЗАДАЧА № 9. ВИБІР ГЕОМЕТРИЧНО ПРОСТИХ ПЕРЕРІЗІВ  
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 

Під час вирішення попередньої задачі здійснювалися підбір і пере-
вірка двотаврового перерізу балки, що працює в умовах поперечного ви-
гину. Найбільш вигідними є перерізи у формі двотавра, швелера (за умов 
виключення можливості закручування балки), коробчасті. Безумовно, іс-
нують багато різних форм перерізів, які потенційно могли також викори-
стовуватися в конструкції, тому що визначальним є момент опору пере-

різу W  – геометрична характеристика міцності балки, що згинається. 

Але різні перерізи мають різну площу, яка забезпечує необхідну величи-

ну W . Зважаючи не те що, витрата матеріалу при заданій довжині бал-

ки прямо пропорційна площі поперечного перерізу, отже, при визначе-

ному за умов міцності W  переріз з меншою площею буде більш раціо-

нальним.  
 

11.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 9 
 

Для бруса, зображеного на схемі та навантаженого зовнішніми фа-
кторами (задача 6), підібрати за умов міцності по нормальних напружен-

нях сталеву балку квадратного (зі стороною b), прямокутного (зі сторо-

нами h і b, та їхнім співвідношенням b/h =2), круглого (з діаметром 

d ) та кільцевого (із зовнішнім D  і внутрішнім d  діаметрами та їхнім 

співвідношенням d/D =1,25) поперечних перерізів. Порівняти їх за ма-
теріалоємністю між собою та балкою двотаврового поперечного перері-
зу. Дані для розрахунків потрібно взяти з розв’язання задач 7, 8. 
 

11.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

Враховуючи, що нижче вказані профілі не є стандартизованими, 
для вирішення задачі використовуємо отриману за умови міцності по но-

рмальних напруженнях величину W , що було в принципі неможливо 

при виборі двотаврового перерізу – необхідно було міркувати над вибо-
ром найближчого меншого двотавра (і як наслідок, робота в умовах пев-
ного перевантаження) або найближчого більшого (і як наслідок, робота 
в умовах певного недовантаження). 
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Для прямокутного поперечного перерізу: 
осьовий момент опору перерізу (за умови 

bh 2 ) 
3

2

3

2

6
b

bh
W  , відповідно 

3

2

3
 Wb = 12763240

2

3
3 ,,   см. 

Площа перерізу дорівнює 

 3910112722 22 ,,bhbA   см2. 

 

 

Для квадратного поперечного перерізу: 

осьовий момент опору перерізу 
6

3b
W  , ві-

дповідно 

3 6  Wb = 30116324063 ,,   см. 

Площа перерізу дорівнює 

 741273011 22 ,,bA   см2. 

 

 

Для круглого поперечного перерізу: 

осьовий момент опору перерізу 
32

3d
W


 , 

відповідно 3
32




 Wd = 

= 481363240
32

3 ,, 


 см. 

Площа перерізу дорівнює 

 781424813
44

22 ,,dA 





  см2. 
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Для кільцевого поперечного перерізу: 
осьовий момент опору перерізу (за умо-

ви 251,n
d

D
 ) 













n
n

d
W

1

32

3
3

, 

відповідно (за умов 1531
13 ,
n

n 







 , 

  563012 ,n  ) 

3 3 1

32
X

W

n
n

d 











 = 861263240
1531

32
3 ,,

,



 см.  

Площа перерізу дорівнює 

  137356308612
4

1
4

222 ,,,ndA 





  см2. 

 
Отже, при порівнянні площин поперечних перерізів найкращим 

(тобто з найменшою площею, яка забезпечує виконання умов міцності) є 
кільце. Далі в порядку погіршення поперечні перерізи розташовані таким 
чином: прямокутник, квадрат, коло. Останні визначення формулюють 
правило під час обирання раціонального перерізу – слід прагнути, щоб 
вигин балки відбувався в площині її найбільшої жорсткості, або, іншими 
словами, щоб вісь, відносно якої момент інерції максимальний, була ней-
тральною віссю перерізу. 
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12. ЗАДАЧА № 10. СТІЙКІСТЬ СТЕРЖНІВ ПРИ ПОЗДОВЖНЬОМУ 
ЗГИНАННІ 

 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 
При осьовому стисканні стержня постійного поперечного переріза в 

межах пропорційності величину критичної сили F  визначають за фо-

рмулою Ейлера 

 2

2

2

2

l

EI

l

EI
F











 ,                             (10.1) 

де E  - модуль поздовжньої пружності матеріалу стержня; I  - мінімаль-

ний момент інерції брутто площини A поперечного перерізу стержня; 

ll 
  - приведена (вільна) довжина стержня (довжина, яка при за-

даному закріпленні стержня еквівалентна за стійкістю довжині стержня з 

шарнірно закріпленими кінцями); l  - дійсна довжина стержня;   - кое-
фіцієнт довжини, що залежить від способу закріплення та навантаження 
стержня. 
 

 
   

Шарнірне закріп-
лення обох кінців 

Консольне за-
кріплення 

Жорстке закладення 
обох кінців 

Жорстке закладення 
одного та шарнірне 

другого кінців 

Рисунок 10.1. 
 

На Рис. 10.1 наведені найпростіші випадки стискання стержнів і ві-
дповідні до них значення коефіцієнта  . 

Критичне напруження   визначається за формулою 

2

2




 



E

A

F
,                                 (10.2) 
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де 
i

l  - гнучкість стержня (характеризує здатність стержня опира-

тися  вигину залежно від розмірів і способу закріплення кінців). В наве-

деному виразі 
A

I
i    мінімальний радіус інерції площі A поперечного 

перерізу стержня. Наведена формула (10.2) справедлива тільки для сте-

ржнів великої гнучкості при  , де 


  - гранична гнучкість мате-

ріалу стержня. В разі    для стержнів середньої гнучкості 

розрахунки проводять за формулою Ф.С.Ясинського 




ba ,                                     (10.3) 

де коефіцієнти a , b , а також інтервал застосування наведеної формули 
зведені в Таблицю 10.1. 

Таблиця 10.1. 

Матеріал a , МПа b , МПа 
  


  

Ст2 264 0,70 60 105 

Ст3 310 1,14 60 100 

20, Ст4 328 1,15 60 96 

45 449 1,67 52 85 

Стержні малої гнучкості 


  розраховують не на стійкість, а на міц-

ність. 
Для отримання допустимого напруження на стійкість, необхідно 

обрати коефіцієнт запасу 
C

n . Тоді 

 









C

C
n

.                                 (10.4) 

Коефіцієнт запасу на стійкість завжди приймають трішки більше основ-
ного коефіцієнту запасу на міцність, для сталей його вибирають в межах 

1,8...3,0. Допустиме напруження на стійкість    C  і допустиме напру-

ження на міцність при стисканні    пов’язані співвідношенням 

   
  C ,                               (10.5) 

де   - коефіцієнт зменшення основного допустимого напруження при 

розрахунках на стійкість. Значення цього коефіцієнту залежно від мате-
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ріалу та величини   для сталей наведено в Таблиці 10.2. (для =0 
=1,00) 

 
Таблиця 10.2. 

  10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

 , Ст2, 

Ст3, Ст4 
0,99 0,96 0,94 0,92 0,89 0,86 0,81 0,75 0,69 0,60 

 , Ст5 0,98 0,95 0,92 0,89 0,86 0,82 0,76 0,70 0,62 0,51 

  110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 

 , Ст2, 

Ст3, Ст4 
0,52 0,45 0,40 0,36 0,32 0,29 0,26 0,23 0,21 0,19 

 , Ст5 0,43 0,36 0,33 0,29 0,26 0,24 0,21 0,19 0,17 0,16 

 
Перевірочний розрахунок стиснутих стержнів при використанні 

таблиці коефіцієнтів   проводиться за наступною схемою: 

1) виходячи з відомих розмірів і форми поперечного перерізу визначає-

мо осьовий момент інерції I , площу A, мінімальний радіус інерції 

A

I
i   і гнучкість 

i

l ; 

2) за Таблицею 10.2 знаходимо коефіцієнт   і розраховуємо допустиме 

напруження на стійкість    
  C , для Ст2, Ст3, Ст4 величина 

 


  знаходиться в діапазоні 140...160 МПа; 

3) порівнюємо дійсне значення 
A

F
  з допустимим напруженням    C  

на стійкість    C ; 

4) критичне напруження   визначаємо відповідно до визначеного   

у порівнянні з 


  або за формулою (10.2), або (10.3); 

5) визначаємо критичну силу AF   ; 

6) коефіцієнт запасу на стійкість 



 


F

F
nC . 

Наведений метод розрахунку є універсальним в тому сенсі, що він 
не пов’язаний з межами застосування формули Ейлера та може бути ви-
користаним при всіх значеннях гнучкості, для яких існують табличні зна-
чення коефіцієнту  . 
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В Таблиці 10.2 наведені дані   відповідно до   через 10 одиниць. 

Для розрахунку  , яке відповідає довільному  , пропонується наступна 

схема: 

1) визначається діапазон, якому належить визначене  , границі 

цього діапазону позначаємо як: ліва границя діапазону  , права гра-

ниця 


 , тоді    ; 

2) визначається величина 0  ; 

3) визначаємо за Таблицею 10.2 коефіцієнти 
1

 , який відповідає 

 , та 
2

 , який відповідає  , 
1

 
2

 ; 

4) остаточно для розрахункового   за лінійною інтерполяцією таб-
личних даних 

   



10

21

1
.                              (10.6) 

 
12.1. ЗАВДАННЯ ДО ЗАДАЧІ № 10 

 

 

   

Схема № 1 Схема № 2 Схема № 3 Схема № 4 

Рисунок 10.2 
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Для колони, що має певні умови закріплення (Рис. 10.2) та форму 

поперечного перерізу (Рис. 10.3), визначити критичну силу F  та кое-

фіцієнт запасу на стійкість 
C

n . Матеріал колони Ст3. 

 

№ 
Схема 
закріп-
лення 

Попере-
чний 

переріз 

dD  d , см F , кН l , м 

1 1 1 1,50 10 400 6,1 

2 2 2 1,55 11 450 6,2 

3 3 2 1,60 12 500 6,3 

4 4 1 1,65 13 550 6,4 

5 1 2 1,70 14 600 6,5 

6 2 3 1,75 15 650 6,6 

7 3 1 1,80 16 700 6,7 

8 4 2 1,85 17 750 6,8 

9 1 3 1,90 18 800 6,9 

0 2 1 1,95 19 850 7,0 

 Е Е Д Е Д Г 

 
Для перерізів, показаних на Рис. 10.3 з відповідними позначен-

нями розмірів, в Таблиці 10.3. наведено розрахункові формули.  
 

  
 

Кільце 
(Переріз № 1) 

Квадратний трубчас-
тий (Переріз № 2) 

Хрест (Переріз № 3) 

Рисунок 10.3 
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Таблиця 10.3. 

Вид перерізу Площа перерізу A Осьовий момент інерції I  

Кільце  22

4
dDA 


   44

64
dDI 


  

Квадратний 
трубчастий 

22 dDA    44

12

1
dDI   

Хрест  ddDDdA   
 

1212

33 ddDdD
I


  

 
 

12.2. ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ 
 

РОЗВ’ЯЗАННЯ 
 

Числові дані: Схема закріплення № 3, поперечний переріз № 3 – 

хрест, співвідношення dD =1,95, d =10 см, сила F =850 кН, довжина 

стержня l =7,0 м. 
 

Для схеми закріплення № 3 коефіцієнт довжини =0,5, з ураху-

ванням якого ll 


= 0,57,0= 3,5 м. 

Для зазначеного поперечного перерізу D 1,95d = 1,9510= 19,5 

см. Тоді його площа  ddDDdA  = 19,510+(19,5-10)10= 290 

см2, осьовий момент інерції 
 

1212

33 ddDdD
I


 = 1019,53/12+(19,5-

10)103/12 6179,06+791,67= 6970,73 см4.  

Радіус інерції (площі A) 
A

I
i  =

290

736970,
 4,90 см, гнучкість 

i

l
 = 350/4,90 71,4. Слід зазначити, що в останній формулі обидві 

величини мають однакову розмірність – сантиметр. Отримана величина 

відповідає стержням середньої гнучкості, тому для величини   і матері-
алу колони підтверджуємо за Таблицею 10.1 інтервал застосування фо-
рмули Ф.С.Ясинського (10.3), за яким 6071,4100. 

За даними Таблиці 10.2 визначаємо коефіцієнт  . Найближчими 

значеннями для = 71,4 є 


 = 70 і 


 = 80, яким відповідають 
1

 = 
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0,81 і 
2

 = 0,75, 


  = 71,470= 1,4. Тоді за формулою (10.6) 





10

21

1
= 41

10

750810
810 ,

,,
, 


 = 0,8016, а допустиме на-

пруження на стійкість    
  C = 0,8016160= 128,256 МПа 128,3 

МПа. 

Дійсне значення 
A

F
 = 850103/29010-4= 29,31 МПа (для отри-

мання цього результату слід підставляти величини в розмірності SI ). 

Перевіряємо    C  для переконання 29,31128,3. Критичне напру-

ження за формулою 


ba  остаточно  =3101,1471,4 = 

228,604 МПа 228,6 МПа. 

Критична сила AF   = 228,6106
29010-4= 6629400 Н= 

6629,4 кН, що значно перевищує прикладене за умов задачі наванта-
ження до колони. 

Коефіцієнт запасу на стійкість 



 


F

F
nC = 7,8. 
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ДОДАТОК 
Геометричні характеристики двотаврів стальних за ГОСТ 8239-89 
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