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ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ І ОФОРМЛЕННЯ РОБІТ 

 
 Індивідуальні завдання необхідно виконувати в окремому зошиті або на 
аркушах формату А-4. Для зауважень рецензента потрібно залишити поля 4-6 см 
завширшки. Виконувати роботу треба точно за варіантом, який видає кафедра. 
Робота, виконана не за своїм варіантом, не перевіряється і не зараховується.  
 Задачі треба розв’язувати по порядку збільшення номерів свого варіанта, 
виданого кафедрою. Умови задач необхідно записувати повністю, після приводити 
докладне розв’язання. Якщо до поданої задачі є необхідним малюнок, його 
розміщують перед розв’язанням і роблять на ньому всі необхідні позначення. В 
кінці кожної задачі записується відповідь. 
 Після одержання перевіреної роботи слухач виправляє помилки, які були 
допущені. Якщо задача не потребує виправлень (всі задачі розв’язані вірно), слухач 
зобов’язаний пройти співбесіду з викладачем кафедри і отримати допуск до іспиту 
(заліку). 
 Слухачі, які не виконали  запропоновані завдання і не пройшли співбесіду на 
кафедрі, до іспиту (заліку) не допускаються. 
 Зараховану роботу слухач подає викладачу кафедри під час іспиту (заліку). 
 Підписувати роботу треба за зразком, наведеним нижче. 
                            

Індивідуальне домашнє завдання з курсу 
“Вища математика” 

Розділи: Звичайні диференціальні рівняння, 
ряди, комплексні числа, операційне числення, 
теорія ймовірностей та математична статистика. 

слухача 1 курсу 
групи ЗП-11 УЦЗУ 

Петрова Івана Івановича 
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Завдання №2: 2.1.5, 2.2.5, 2.3.5, 2.4.5 
Завдання №3: 3.1.18, 3.2.18, 3.3.18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ ДО РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ 

Завдання 1. 
1.1. Розв’язати рівняння з відокремлюваними змінними. 
Диференціальні рівняння із змінними, що відокремлюються, можна записати у 

вигляді 
y′  = f(x)g(y),                                                     (1) 

 
або у більш загальному вигляді 
 

M(x)N(y)dx + P(x)Q(y)dy = 0                                           (2) 
 

Щоб розв’язати таке рівняння, треба обидві його частини помножити, або 
поділити на такий вираз, щоб одна частина рівняння містила тільки змінну x, а друга 
– тільки y, а потім обчислити інтеграли від обох частин. Треба враховувати, що при 
діленні на функцію, яка містить змінні x або y, можна втратити розв’язки, що 
перетворюють данні функції на нуль. 

 
Розв’язати рівняння . y1yyx 22 =+′
Розв’язання. Зводимо його до вигляду (2): 

1y
dx
dyyx 22 −= , 

dx)1y(dyyx 22 −= . 
Поділимо обидві частини останнього рівняння на : )1y(x 2 −

2

2

x
dxdy

1y
y

=
−

 

Отже змінні відокремлено. Інтегруємо обидві частини рівняння 

        ;
x
dxdy

1y
y

2

2

∫∫ =
−

                 .C
x
11ylnyy

2
1 2 +−=−++  

Коли здійснювали ділення на )  можна було втратити розв’язки x=0  і 
y=1. Очевидно, що y=1 є розв’язком рівняння, x=0 - ні. 

1y(x 2 −

Відповідь. .1y,c
x
21yln2y2y2 ==+−++   

Зазначимо, що рівняння типу )byax(fy +=′  можна заміною змінних z=ax+by 
звести до рівняння з відокремлюваними змінними. 

 
1.2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння. 

Однорідне диференціальне рівняння можна записати у вигляді )
x
y(fy =′ , або у 

вигляді 0 , де і ) - однорідні функції однаковій 
степені. Функція зветься однорідною функцією степені k, якщо для всіх k маємо 
тотожність . Щоб розв’язати однорідне рівняння, треба 

dy)y,x(Ndx)y,x(M =+

y,x(Mk)ky,kx(M n=

) y,x(Ny,x(M  

)
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зробити заміну змінних ) . Тоді для )  дістаємо рівняння з 
відокремлюваними змінними. 

x(xuy =

yx5 +=′

x(u

y

 
Розв’язати рівняння  . yx
Розв’язання. Це є однорідне рівняння. Нехай xu= . Тоді uxuy ′+=′ .  

Підставляючи до рівняння, матимемо x5uxxu 2 xu+=′+ , або . Розв’язуємо 
рівняння із змінними, що відокремлюються: 

5ux =′

 5

            dx
x
5du = ;     ;cxln5u +=             

x
c

+
x

xln5
y = . 

Відповідь. .cxln5xy +=  
 
1.3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння 1-го порядку. 
Лінійні диференціальні рівняння 1-го порядку мають вигляд: 

)x(by)x(ay =+′  
і розв’язуються методом варіації довільної сталої. Щоб розв’язати це рівняння, треба 
спочатку розв’язати однорідне рівняння 

0y)x(ay =+′ , 
яке є рівнянням з відокремлюваними змінними. В загальному розв’язку цього 
рівняння необхідно довільну сталу с замінити на невідому функцію с(х) і підставити 
цей розв’язок до вихідного рівняння і відшукати функцію с(х). 

Розв’язати рівняння . 01xyyx 2 =++′

 Розв’язання. Ділимо на  і дістаємо 2x 2x
1y

x
1y −=+′ . Отже 

x
1)x(a =  і 

2x
1)x(b −= . Розв’язуємо рівняння 0

x
1y =+′ : 

x
dx

y
dy

−=  ;     clnxlnyln +−= ;       
x
cy = . 

Замінимо с на с(х). Тоді 
x

)x(cy =   і  ( ) ( )
2x
xc

x
xcy −

′
=′ . Підставимо цю похідну до 

вихідного : 
( ) ( ) ( )

222 x
1

x
xc

x
xc

x
xc

−=+−
′ ( )

x
1xc −=′⇒ ; ( ) cxlnxc +−= . Отже    

x
xlnc

y
−

=  є розв’язком рівняння. 

Відповідь. .xlncxy −=  
1.4. Розв’язати лінійні однорідні диференціальні рівняння (ЛОДР) 2-го 

порядку зі сталими коефіцієнтами. 
Лінійні однорідні диференціальні рівняння  2-го порядку зі сталими 

коефіцієнтами мають вигляд 
 



 
                                                 0qyypy =+′+′′ ,                                               (3) 
де p i q - сталі коефіцієнти. Щоб розв’язати це рівняння, складемо характеристичне 
рівняння 
                                                  .                                                    (4) 0qpkk 2 =++

Якщо корені  і  цього рівняння дійсні і 1k 2k 21 kk ≠ , то загальний розв’язок (3) 
має вигляд 
                                              . xk

2
xk

1
21 ececy +=

Якщо корені  і  рівняння (4) дійсні і 1k 2k kkk 21 == , то загальний розв’язок 
(3) має вигляд 

                                     . kx
21 e)xcc(y +=

Якщо корені  і  рівняння (4) комплексні i 1k 2k ibak1 += , ibak 2 −== , то 
розв’язок (4) записують у вигляді 

                               . ax
21 e)bxcoscbxsinc(y +=

Розв’язати рівняння 0y2yy =−′+′′ . 
Розв’язання. Характеристичне рівняння 02kk 2 =−+  має корені 1k1 =  і 

. Отже, маємо розв’язок 2k 2 −= x2
2

x
1 ececy −+= . 

Відповідь. . x2
2

x
1 ececy −+=

 
Розв’язати рівняння 0y25y10y =+′−′′ . 
Розв’язання. Характеристичне рівняння 025k10k 2 =+−  має корені 

 і тому розв’язок має вигляд . 5kk 21 == x5e21 )xcc(y +=

Відповідь. . x5
21 e)xcc(y +=

 
Розв’язати рівняння 0y29y4y =+′+′′ .  
Розв’язання. Характеристичне рівняння 019k4k 2 =++  має в цьому разі 

комплексні корені i52k1 +−= , i52k 2 −−= , тобто а=-2, в=5. Тоді маємо розв’язок 
x2e)x521 sincx5cosc(y −+= . 

Відповідь. x2
21 e)x5sincx5cosc(y −+= . 

 
1.5. Розв’язати лінійні неоднорідні диференціальні рівняння 2-го порядку зі 

сталими коефіцієнтами (ЛНДР). 
ЛНДР мають вигляд 
 

)x(fqyypy =+′+′′ .                                                (5) 
 

Нехай n1n
2n1n

1
n

0n x...xxx)x(Q)x(f α+α++α+α+α== −
−− ,  де , 0α 1α , 2α , 

… ,  – відомі сталі. Тоді частинний розв’язок (5) шукатимемо у вигляді 1n−α nα
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)x...xx(x)x(Pxy n1n
1n

1
n

0
r

n
r β+β++β+β== −

− , де 0β , 1β , … 1n−β ,  – невідомі 
сталі, які треба знайти з умови, що вираз для 

nβ
y  задовольняє рівнянню (5), а число r  

дорівнює числу коренів характеристичного рівняння , значення яких 
дорівнюють нулю. 

0q =+pkk

3

2 +

 
Розв’язати рівняння x5y2y3y −=+′−′′ .  
Розв’язання. Тут 50 =α , 31 −=α

2k3
. Згідно з попереднім розділом запишімо 

характеристичне рівняння 0k 2 =+
x

1ec +=

−

2cY
, яке має корені  і 2 . Тоді 

розв’язок ЛОДР має вигляд . Оскільки 0
1 kk1 = 2 =

x2e r =  (немає коренів, які 
дорівнюють нулю), то частинний розв’язок шукатимемо у вигляді BAxy += . 

Підставляючи цей вираз до вихідного рівняння, знаходимо 
2
5A = , 

4
9B =  і отже 

2
9x

2
5y += , а для загального розв’язку yY +y =  дістаємо вираз 

                                           
4
9x

2
5ececy x2

2
x

1 +++= . 

Відповідь. 
4
9x

2
5ececy x2

2
x

1 +++= . 

 
Нехай права частина рівняння (5) задана у вигляді x

n e(f γ)x(Q)x = , де  є 
сталою. Тоді частинний розв’язок слід шукати у вигляді 

γ

 7

xr
n ePy x)x( γ= де r  - 

кількість коренів характеристичного рівняння 0 , значення яких 
збігається з числом . 

q =+pk

k

k 2 +
γ

 
Розв’язати рівняння , в якому , тобто 

 

xe)2x(y2y3y +=+′−′′ xe)2()x(f = x +

=

.2,1,1 10 =α=α=γ

Розв’язання. Характеристичне рівняння ЛОДР 02k32 +− . Оскільки 
1k1 =γ= , то 1r =  і частинний розв’язок шукаємо у вигляді 

xx e)Bx(xe)bAx(y =+= 2Ax + . Підставляючи до вихідного рівняння, дістаємо 

3B,
2
1A −=−= . Отже загальний розв’язок набуває вигляду 

x2x
2
1

+x2
2

x
1 ececy += e)x3(− . 

Відповідь. x2x2
2

x
1 e)x3x

2
1(ececy +−+= . 

 
1.6. Розв’язати задачу Коші. 
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)Розв’язати диференціальне рівняння   з початковими 
умовами 

3tt(eX2X 2t −+=′−′′
2)0(X,2)0(X =′= . 

Розв’язання. Знаходимо загальний розв’язок (дивись попередні розділи) 
, який містить дві сталі . Коли 0t2t2

21 e)1tt(eccX −+−+= 21 c,c t = , то 2)0(X = , і 
тому . Обчислимо похідну . Враховуючи 
другу початкову умову , дістаємо 

21cc 21 =++
X′

te)t3+2t t(X:)t(X −′′
c2 2

2
2ec2=

22)0( = = . Таким чином маємо систему 
рівнянь 
                                                   1cc 21 =+ , 
                                                    , 2c2 2 =
розв’язком якої є 1. У результаті маємо розв’язок задачі Коші  

. 
c,0c 21 ==

t2t2 e)1tt(ey −+−=

Відповідь. . t2t2 e)1tt(ey −+−=
 
Завдання 2. 
2.1. Дослідити на збіжність ряди. 

Приклад 1. ∑
∞

= +
−

1n 4n3
3n2  

Розв'язання. Скористаємось необхідною ознакою збіжності. Обчислимо 

⇒≠=
+
−

=
→∞→∞

0
3
2

4n3
3n2limalim

nnn
 ряд розбіжний (необхідна ознака збіжності порушена). 

Зауваження. Якщо необхідна ознака збіжності виконана, то висновок про 
поведінку ряду зробити не можна; треба застосувати до цього ряду якусь достатню 
ознаку. 

 

Приклад 2. ( )∑
∞

= +1n 1n ln
1  

Розв'язання. Скористаємось ознакою порівняння. Для того, щоб застосувати 
її, треба мати деякі «еталонні» ряди, поведінка яких відома. До таких «еталонних» 

рядів належать узагальнені гармонічні ряди: ∑
∞

=1n
pn

1 , які збігаються при  і 

розбігаються при . 

1

1

p >

p ≤
Використовуючи методи диференційного числення, можна довести, що  

( ) n1n ln <+ .                                                      (7)    
Дійсно, якщо розглянути функцію неперервного аргументу ( ) ( ) x1x lnxf −+= , 

де , то оскільки 1x −> ( ) 0
1x

x1
1x

1xf <
+
−

=−
+

=′ , ( )↓⇒>∀ xf0x  на інтервалі ( )∞ ;0 . 

Оскільки ( ) 00f = , то при 0x >  ( ) 0xf < , тобто ( ) x1x ln <+  в 

, що ( )

цьому інтервалі. З 

 частини , випливаєнерівності (7), обидві  якої додатні
n
1

1n ln
1
+

> . 
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Приймаючи ( )1n ln
1

n +
=a , 

nn
1b =  і маючи на увазі, що ряд ∑

∞

1

1

=n n
 розбіжний 

(гармонійний ряд ), на основі порівняння робимо висновок, що даний ряд теж 
розб

, 1p =
іжний. 

Приклад 3. ∑
=n

2n
 

Розв'яз

∞

1

1sin

ання. Скористуємось ознакою порівняння в граничній формі. Якщо 

для  членами і виконується умова ∑
∞

na  
=1n =1n

 ∑
∞

nb   k
b
alim

n

n
n

=
∞→

двох рядів з додатними , 

де k  - будь-яке число, не рівне нулю, то обидва ряди поводять себе однаково: або 
разом збігаються, або розбігаються. Ц а о є, що при ∞→n  заг  
a  і b  рядів є нескінченно малі одн окрема, еквівалентні  

я умов
ого 

знача
порядку (з

альні члени
). Оскількиn n

22 n
1~

n
sin  при ∞→n , можна зробити висновок, що даний ряд збіжний, бо 1

збігається ряд ∑ 2n
 

∞

=1n

1

Приклад 4.

( )2p = . 

 ∑
∞

=

⋅

1n
n

n

n
!n3   

Розв'язання. Скористуємось ознакою Даламбера. Обчислимо 
)( ( )

( )
=

⋅⋅+

⋅+⋅
= +

+

∞→

+

∞→ !n31n
n!1n3lim

a
a

( ) 1n

1n 1n3 + +⋅
=  1n

1n
!a ++

+
, а далі lim

n1n

n1n

n
1n

n n ( )
=

+

⋅
∞→ n

n

n 1n
n3lim  

⇒>=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞→

1
e
33

n
11

lim nn
 вихідний ряд розбігається. 

Приклад 5. ∑
∞

=

−

⎟
⎞+ 1n25  
⎠

⎜
⎝
⎛

−1n 1n3
n2

Розв'язання. Скористуємось радикальною ознакою Коші. Обчислимо 

=⎟
⎠⎝ −∞→n 13
⎞

⎜
+

=
−

∞→
n

1n2

nn n
5n2limalim ⎛n ⇒<=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝⎠⎝ −∞→ 931n3n

 за радикальною ознакою Коші. 

⎛=⎟
⎞

⎜
⎛ + −

1425n2lim
2

n
12

 даний ряд 

збігається

Приклад 6. 
( ) ( )∑

∞

=1n
Розв'язання. Скористуємось інте

+⋅+ 3 1nln1n
1  

гральною ознакою Коші. Функція 

( )
( ) ( )1xln1x

1
3=xf

+⋅+
 додатна, неперервна, монотонно спадна при . При 1x ≥
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нату  о  

ряду. Скориставшись і ю

ральних значеннях аргументу, її значення збігаються з відп відними членами 

нтегрально  ознакою Коші обчислимо ( )∫
∞

1

dxxf : 

( ) ( )
( )( )
( ) ( )∫ ∫

∞ ∞ ∞

⋅
=

+⋅
−=

+
=

+⋅+ 2233 2ln21xln21xln1xln1x
, +

1 1 1

111x lnddx невласний 

інтеграл, а тому і досліджуваний ряд збіжний. 
  

2.2. Розкласти функцію у степеневий ряд довкола вказаної  і 

тобто 

 точки визначити 
область збіжності цього ряду. 

 

Приклад 1. Розкласти функцію 
x
1y =  в ряд Тейлора поблизу точки 3x0 = . 

 
Розв'язання. 

Подамо функцію 
x
1  у вигляді ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

=
−+

3
3x13

1 . Зіставляючи
3x3

1  одержаний 

вира  метричної прогресіїз з формулою суми збіжної гео  
q1

a1
−

, покладемо: S =
3
1a1 = , 

3
3xq −

−= . 

Оскільки KK +++++=
−

−1n
1

2
111

1 qaqaqaa
q1

a 1q < при , то 

( ) ( ) ( )
KK +

−
−+−

−
+

−
−=

−
x

3
1

3
+

−
+

n

1n
1n

3

2

2 3
3x1

3
3x

3
3

3
x1

3
1

 

Це має місце при умові  ⇒   33x  1
3

3-x
  1

3
3x

<⇒<⇒<
−

− -

6x0  33-x3- <<⇒<<  – область збіжності ряду. 

ряд Маклорена функцію
 
Приклад 2. Розкласти в  ( )  cos tg xxy x−= . 
Розв'язання. Перетворимо цей вираз:  

 x sinx cosxx cos
x cos

−=⎟
⎠

. Скористаємось відомимиx sinx ⎞
⎜
⎝
⎛ −  рядами:  

( )
( ) KK

−
−=

n2!4!2
1x cos  +

⋅−
+−+

−− x1xx 2n21n42

!2



( ) ( ) KK +
−

−+−+−=
−

−

!1n2
x1

!5
x

!3
xxx sin

1n2
1n

53
 

Зауважимо, що ці ряди збігаються до даних функцій для , причому 
збігаються абсолютно. Це дозволяє виконувати над ними арифметичні операції: 

 Rx∈

( ) ( ) −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
⋅−+−+−=−

−
− KK

!2n2
x1

!4
x

!2
x1xx sinx 

22
1n

42
 cosx

n

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−− KK

!5
1

!4
1x

!3
1

!2
1x

!5
x

!3
xx 53

53
 

( ) ( ) KK +⋅
+

−+−+−= +1n2n53 x
!1n2

n21x
!5

4x
!3

2 , де Rx∈ . 

Однак, для вихідної функції ( ) x cosx tgx −  областю збіжності будуть усі 

значення , окрім x  n
2

показниковій форм  спряжені числа для даних.  

x π+
π

= , де така існує. 

2.3 Виконати дії і представити комплексні числа в тригонометричній і 
ах. Знайти

2i

 функція не 

а) (1+i) .  
Розв'язання. Загальний вигляд комплексного числа в показовій формі  

ϕi е ρ= ez , д zarg,z =ϕ=ρ ; в тригонометричній формі )sinicosρ(z ϕ+ϕ=
формі

. 
Поз : начимо z=(1+i)2i. Представимо число 1+і в показовій 

=+=+ )i1arg(,2i1
4

і=π ;  1+ 4
i

e2
π

. 

i2

4
i

2
1

e2
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ π
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Тоді z= = 2
π−

=i e2
i2ln

−π
2lni2 ee

π−
2 ee =  – показникова форма; 

z= 2e
π

( 2lncos +  т ме  ф сла z. 
−

 – риго трична орма чи
Було використано основну логарифмічну тотожність

2lnsini ) но
 alnea = .  

З ишем пряженап о с е число до z : 

2lni2 eez −
π−

= = 2e
π−

( −2lncos 2lnsini ). 

б) 2)i31(i3 −
+

+
. 

в'язання. Введемо позначення

1i

;   22 )i31(
1z
−

= 
i3

iz1 +
=Роз . 

 на число, спряжене  знаменника В z1 помножимо чисельник і знаменник до

)i3)(i3( −+
)i3(i −z1 = = )i3(i −

19 +
= 1i3 +

10
= i31+

10
В z  спочатку обчислимо у знаменнику (1–3i)2, а потім виконаємо аналогічні

. 

2  дії: 



=
9i61

1
−−

=
i68

1
−− 3664

i68
+
+− =

100
i68 +−

22 )i31(
1z
−

=
)i68)(i68(

i68
+−−−

−− == = 

=

 12

50
i34 +− ; z=z +z =1 2 10

i31+ +
50

i34 +− =
50

i34i155 +−+ =
50

i181+ . 

Запишемо число у показовій формі: 
10
13

50
135

50
181z

2
==

+
= , 

z=

, 18arctgzarg =

18arctgie
10
13 ;  

в тригонометричній формі:  z=
10
13 (cos(arctg18)+ i sin(arctg18)). 

Спряжене до :  z 18arctgie
10
13

10
13z −= = (cos(arctg18)-i sin(arctg18)). 

 ) оригіналом ( ) зо аження ( б) 
ориг

 
2.4. За даним а  б браженням) знайти а) зобр
інал). 
 

а) 
t

1te 3t3 −+−
. 

t
1te 3t3 −+−

=
t
1t

t
e 2

t3
−+

−

зображення: якщо

Розв'язання. . Запишемо формулу операційного 

числення про інтегрування   F(p) – зображення функції f(t) за 

Лапласом ))t(f)p(F( → , 
t

)t(f –оригінал, тоді ∫
+∞

pt

Скористуємось цією формулою та таблицею перетворень Лапласа: 

←
p

d)p(F
t

)(f . 

∫
+∞−

+
← ∫

+∞

←
t dp

3p
1e t3−

+
← ;   

p

3

3pt
e ;    

p
11← ;    

p
p

dp
t
1 ;    2

3p
2t ← . 

Тоді запишемо зображення для заданого оригінала таким чином: 

t
1t

t
e 2

t3
−+

−
← ∫

+∞

+ 3p
2 - ∫

+∞

=
3p

pln
+

p
3p

+ dp
p

dp = + 3p
2 - +∞

p
pln

p

+∞
+

p
3pln + 3p

2 . 

 

б) 
)1p()1p(

1
2 −+

. 

озв'язання. Розкладемо дріб на простіші: Р

=
)1p()1p(

)1p(C)1p(B)1p(A
2

22

−+
−+−+−

)1p()1p(
1 + 2)1p(

B
+1p

A
+

+
1p

C
−

= 2 −+
=
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=
)1p()1p(

CCp2Cp ; pBBAAp
2

22

−+
+++−+−

1=(A+C)p2+(B+2C)p-A-B+C 
+C=0            A=-C 

=1  4C=1      C=

A
B+2C=0          B=-2C 

4
1 ;    B=

4
1  ;    A=-

4
1C-A-B=1      C+C+2C . 

 можна записати: 

 
 
Тоді

2)1p(2
1
+

−
)1p(4

1
−

+ ttt e
4
1te

2
1e

4
1

+−−→ −− . 
)1p()1 2 −p(

1
+

=
)1p(4 +

1
−

 
Завдання 3.  

3.1. Знайти середнє квадратичне відхилення σ(Х) для наведеного закону 
 випадкової величини Х.  

  
p   0,4  0

квадратичне відхилення дискретної випадкової величини Х дорівнює   

розподілу дискретної
Х   –1    3     5    6    

,2  0,3  0,1   
 

ння.  Розв’яза
Середнє 

)X(D)X( =σ , 

де  D(

 випадкової величини  обчислюється 

за формулою 

D(X) = M(X2)-[M(X)]2, 

де М(Х)= – матема тної випадкової величини,      

 В нашому випадку М(Х) = 0,2+5·0,3+6·0,1 = 2,3; 
М(Х2) = (-1)2·0,4+32·0,2+52·0,3+62·0,1 = 12,7;         D(X) = 12,7-(2,3)2 = 7,41; 

X)  – дисперсія  випадкової величини Х.  

В свою чергу, дисперсія D(X)  дискретної

∑
=

⋅
n

1i
ii px тичне сподівання дискре

М(Х2) =∑
n

2  

 -1·0,4+3·

=

⋅
1i

ii px .

)X(σ 41,7= ≈2,7. 
 Відповідь: σ(Х) ≈2,7. 
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адкова величина Х задається  функцією розподілу 

    

Розв’язання. 
 сподівання неперервної випадкової величини Х, всі можливі 
начен

де  f(x) – щільність розподілу ймовірностей. 
 розподілу ймовірностей F(x), яка 
в я

 3.2. Неперервна вип
ймовірностей F(x). Знайти математичне сподівання М(Х). 
 

⎧ < ,0х,0

⎪
⎩

⎪
⎨

≥
<≤+=
5/1х,1

5/1x0,7x5)x(F

Математичне 
ня якої належаз ть інтервалу (а,b), обчислюється за формулою 

∫=
b

dx)x(fx)X(M , 
a

 В нашому завданні задано функцію
пов’язана зі щільністю розподілу f(x) таким спі відношенн м: 

)x(F)x(f ′= . 
 Отже, спочатку знайдемо f(x):  

⎪
⎩

⎨

⎧

≥
<≤
<

===
5/1х,0

5/1x0,5
,0х,0

)x(F)x(f .⎪′  

 А далі знайдемо математичне сподівання М(Х): 

==⎟
⎞

⎜
⎛⋅=⎟

⎞
⎜
⎛

== ∫ 115x5xdx5M
225/1

0,1. 
⎠⎝⎟

⎠
⎜
⎝ 10522

)X(
5/1

00
 Відповідь: М(Х) = 0,1. 

а з генеральної сукупності.  
) Знайти

 її графік. 

оцінка генеральної середньої – це вибіркова середня. Вона 
знахо

 
3.3. Дана вибірка, добут

1  незміщену оцінку генеральної середньої. 
йти виправлену дисперсію. 2) Зна

3) Знайти емпірічну функцію розподілу, побудувати
4) Побудувати полігон відносних частот. 
x   -2   4    5    6   10                       i 
ni   20  10  30  30  10 

Розв’язання. 
1) Незміщена 
диться за формулою 

n

nx
x

k

1i
ii

в

∑
== , 
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де хі – варіанта виборки, ni – частота варіанти, – об’єм виборки. ∑
=

=
k

1i
inn

 У нашому випадку  n = 20 + 10 + 30 + 30 + 10 = 100; 

=
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−

=
100

1010306305104202xв 4,3. 

 
 2) Виправлена дисперсія є незміщеною оцінкою генеральної дисперсії. Вона  

обчислюється таким чином:  S2 = вD
1n

n
−

, 

де  2
в

2
вв ]х[хD −= ,  

n

nx
х

k

1i
i

2
i

2
в

∑
== . 

 
Ми вже знайшли у першому пункті  вx ,  знайдемо тепер  2

вx : 
 

100
101030630510420)2(x

22222
2

в
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−

= =30,7. 

 

Тоді  Dв = 30,7 – (4,3)2 = 12,21;  S2 = 21,12
99

100
⋅ =12,33. 

3) Емпірічною функцією розподілу називається функція  F*(x), що визначає 

для кожного  х  відносну частоту події  Х < x:  
n

n)x(F x=∗ , де  nx – кількість варіант, 

менших ніж  х.  
 При  х ≤ -2  відбувається  подія  Х < x ≤ -2.  У нас  значень  варіант  Х < 2  
немає, тому  на цьому проміжку  F*(x) = 0. 
 Значення Х < 4,  а саме  х1 = -2, спостерігалось  20 разів, отже  F*(x) =  
= 20/100 = 0,2  при  -2 ≤ х ≤ 4. 
 При  4 ≤ х ≤ 5  значення  Х < 5,  а саме х1 = -2  та  х2 = 4  спостерігались  20+10 
= 30  разів, отже  F*(x) = 30/100 = 0,3. 
 При  5 ≤ х ≤ 6  значення  Х < 6, а саме  х1 = -2,  х2 = 4  та  х3 = 5  спостерігались  
20 + 10 + 30 = 60 разів, тому  F*(x) = 60/100 = 0,6. 

Аналогічно, при  6 ≤ х ≤ 10  значення  Х < 6,  а саме  х1 = -2,  х2 = 4,  х3 = 5  та  
х4 = 6 спостерігались  20 + 10 + 30 + 30 = 90  разів, тому  F*(x) =  
= 90/100 = 0,9. 

При  х > 10  для усіх варіант виборки   Х < х < 10,  отже  F*(x) = 
(20+10+30+30+10)/100 = 100/100 =1. 

Будуємо графік емпірічної функції розподілу (рис. 1). 
 
 
 

1 

9,0  

3,0  

6,0  

( )xF*  



 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1 

 
 4) Полігон відносних частот – це ламана лінія,  відрізки якої з’єднують точки  
(х1;w1), (х2;w2),…, (хk;wk),  де  хі – варіанти виборки,  wi – відповідні їм відносні 
частоти. 

 Відносні частоти знаходяться за формулою  
n
nw i

i = . У нашому випадку  w1 = 

20/100 = 0,2;  w2 = 10/100 = 0,1;  w3 = 30/100 = 0,3;  w4 = =30/100 = 0,3;  w5 = 10/100 = 
0,1. 
 Відкладаємо на осі абсцис варіанти  хі, на осі ординат – відповідні їм відносні 
частоти  wi.  З’єднуючи точки  (хi; wi) відрізками прямих, отримуємо полігон 
відносних частот (рис.2). 
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Рис. 2 
 

Рис. 2 
 
КОНТРОЛЬНІ ЗАВДАННЯ 

 
Завдання 1. 

Розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 
1. ху′ = у ln y                      2. у′ = 3у2/3                          3. ху′ = 3y 
4. (у′)2+y2 = 1                     5. xydx + (x+1)dy|= 0          6. yxy1y2 ′=+  

3,0  

1,0  

1 

10  6  5  2−  4 ix  

iw  



7.(х2 - 1)у′ +2xy = 0            8. у′ctgx+y = 2                     9. у′ = у1/3  
10. ху′ + y = у2                   11. 2x2yу′ +y2 = 2                 12. у′ - xy2 = 2xy 
13. 2y1x2y −=′             14. e –y (1+у′) = 1                 15. у′ = 10x+y 
16. у′ = cos(x-у)                  17. у′ - y= 2x - 3                  18. (х+2у) у′ = 1 
19. 1y2x4y −+=′          20. 2у′ +y2= 0                      21. у′-y у′ = y 
22. 2ху′ = у                          23. e –y (1+у′) = 1                 24. -у′tgx+y = 2 
25. 0yyx1y 22 =′+−        26. у′ = 4у3/4                        27. ху′ -2y(y-1)= 0 
28. ху′ = 2у ln y                   29. у′ tgx +x-1= 0                30. yу′ + x -1 = 0 
 
 1.2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння 1-го порядку  
1. ху′ = (x + 2y)                             2. (х+y)у′ = y-x              
3. х2у′ + y2 - 2xy =0                       4. 2x3у′ = y(2x2 - y2) 
5. y2 + х2у′ = xy′                            6. (x2+y2)у′ = 2xy 
7. х2у′ - y2 - 2xy =0                        8. (x2-y2)у′ = 2xy 
9. x3у′ = x2y – y3                            10. (2x2 + y2)у′ = 2xy 

11. xу′ = x + y                               12. xу′ = y + x
y

xe
−

 
13. xу′ = y + 2x                             14. xу′ = x - y 

15. xу′ + (x - y)ln
x

yx − =y            16. xу′ - y + xy = 0 

17. xу′ = 2y - x                              18. xу′ = 2y – 3x 
19. (x2 + y2)у′ = xy                        20. (2x + y)у′ = y 
21. (x3 – 2y3)у′ = 3x2y                   22. (x3 + 2y3)у′ = 3x2y 
23. x2у′ = y2 - 2x2                          24. x2у′ = y2 –2x2 

25. xу′ -y = 22 yx +                    26. x2у′ =x2 + xy + y2 

27. xу′ = x ln 
x
y                              28. (x + y)у′ = y 

29. (xy – x2)у′ = y2                         30. xу′ = x + y 
  

1.3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння 1-го порядку  
1. xу′ - 2y = 2x4                   2. (2x + 1)у′ = 4x + 2y            3. у′ + ytgx = cos3x 
4. у′ctgx + y = 2                   5. x(у′ - y) = e x                        6. x2у′ + xy + 1 = 0 
7. y = x(у′ - x cosx)              8. у′ = 2x(x2 + 2y)                 9. (xу′ - 1)lnx = 2y 
10. xу′ + (x + 1) = 3x2e-x      11. 2(xу′ + y)= x2y + x         12. xу′ + x2 – xy - y = 0 

13. x(x-1)у′ = 1 - 2xy          14. x(x + 1)(у′ -1) = y        15. 2(xу′ + y) = x2y + 4
x 2

e  
16. у′ + ytgx = sin 2x           17. у′ - 2x(x –y) = 0           18. (1 + x2)у′ + 2xy = x2 

19. xу′ + x2 + xy - y = 0       20. (1 – x2)у′ - 2xy = 2       21. xу′ - y = x2ex 

22. у′ = 1 + x 2x1
xy2

−
+             23. x2у′ + xy = 1                24. у′ - y = xex 
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25. y sinx + у′ cos x = 1        26. у′ + 2y = x2

x2

e1
e4

−

−

+
       27. у′ + 7y = 7x 

28. у′ + 
x
y3  = 3x

2                  29. у′ - y = 5e2x                 30. у′ + ytgx = cos2x 

 
1.4. Розв’язати лінійні однорідні диференціальні рівняння (ЛОДР) 2-го 

порядку зі сталими коефіцієнтами 
 

0yy4)c
0yy2y)b

0y2y3y)a1.

=+′′
=+′−′′

=+′−′′

           
0yyy)c

0yy4y4)b
0y3y4y)a.2

=+′+′′
=+′−′′
=+′−′′

           
0y4y)c

0yy2y)b
0y2yy)a.3

=+′′
=+′+′′
=−′−′′

 

 

0yyy)c
0yy4y4)b

0y3y2y)a.4

=+′−′′
=+′+′′
=−′+′′

           
0yy)c

0y4y4y)b
0y2y3y)a.5

=+′′
=+′+′′
=+′+′′

          
0y2y2y)c
0y4y4y)b

0y3y2y)a.6

=+′+′′
=+′−′′
=−′−′′

 

 

0y2y2y)c
0yy6y9)b

0y3y4y)a.7

=+′−′′
=+′+′′
=+′+′′

           
0y5y4y)c
0yy6y9)b

0y4y5y)a.8

=+′+′′
=+′−′′
=+′−′′

         
0y5y4y)c

0y9y12y4)b
0y4y3y)a.9

=+′−′′
=+′−′′
=−′−′′

 

 

0y10y6y)c
0y9y12y4)b
0y4y5y)a.10

=+′+′′
=+′+′′
=+′+′′

        
0y10y6y)c

0y4y12y9)b
0y4y3y)a.11

=+′−′′
=+′−′′
=−′+′′

       
0y25y)c

0y4y12y9)b
0y6y5y)a.12

=+′′
=+′+′′
=+′−′′

 

0y17y8y)c
0y16y24y9)b

0y6yy)a.13

=+′+′′
=+′+′′

=−′+′′

       
0y17y8y)c

0y16y24y9)b
0y6y5y)a.14

=+′−′′
=+′−′′
=+′+′′

       
0y5y2y)c
0y9y6y)b

0y5y4y)a.15

=+′−′′
=+′−′′

=−′+′′

 

 

0y5y2y)c
0y9y6y)b
0y5y2)a.16

=+′+′′
=+′+′′
=′+′′

            
0y5y2y)c

0y9y24y16)b
0yyy2)a.17

=+′−′′
=+′−′′
=−′+′′

        
0y10y2y)c

0y9y24y16)b
0y4y3y)a.18

=+′−′′
=+′+′′
=−′+′′

 

0y10y6y)c
0y9y24y16)b

0yy)a.19

=+′−′′
=+′−′′

=′+′′

       
0y10y6y)c

0y25y20y4)b
0y5y)a.20

=+′+′′
=+′−′′

=′+′′

       
0y8y4y)c

0y25y20y4)b
0y9y)a.21

=+′−′′
=+′+′′

=−′′

 

 

0y8y4y)c
0yy8y16)b

0y8y2y3)a.22

=+′+′′
=+′−′′

=−′−′′

      
0y13y4y)c
0yy8y16)b

0y8y2y3)a.23

=+′−′′
=+′+′′

=−′+′′

      
0y13y4y)c
0y16y8y)b

0yy)a.24

=+′+′′
=+′−′′

=′−′′
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0y4y)c
0y16y8y)b

0y9y)a.25

=+′′
=+′+′′

=′+′′

          
0y13y6y)c

0y49y28y4)b
0y9y)a.26

=+′+′′
=+′−′′

=′−′′

      
0y5y8y4)c

0y49y28y4)b
0y3y8y4)a.27

=+′−′′
=+′+′′
=+′−′′

 

 

0y5y8y4)c
0y2y)b

0y3y8y4)a.28

=+′+′′
=−′′

=+′+′′

      
0yy2y2)c

0y2y)b
0y4y5y)a.29

=+′−′′
=+′′

=+′+′′

      
0yy2y2)c

0y25y10y)b
0y4y5y)a.30

=+′+′′
=+′+′′
=+′−′′

 

 

 1.5. Розв’язати ЛНДР 2-го порядку  
1. y″ + 4y =2x                              2. y″ - 3y′ + 2y = xex          
3. y″ + 2y′ + y = e-x                      4. y″ + y′ - 2y = (x + 1)ex 
5. y″ - 2y′ + 2y = 3x                     6. y″ + 4y′ - 5y = 12ex 
7. y″ + 4y′ - 5y = 2e-5x                  8. y″ - 3y′ + 2y = 3e2x 
9. y″ - 2y′ + 2y = 9x3                    10. y″ + 4y′ = 2x  
11. y″ - 3y′ + 2y = 2x2                  12. y″ + 4y′ - 5y = 6e5x 
13. y″ + 4y′ - 5y = x - 2                14. y″ - 3y′ + 2y = 4x2 - 10 
15. 2y″ + 5y′ = 3e-x                       16. 2y″ - 4y′ = 12e2x 
17. 2y″ + 5y′ = 5x + 4                   18. y″ + 2y′ = 8x + 2 
19. y″ - 2y′ = 8x + 4                      20. y″ + 2y′ = 4xe2x 
21. y″ - 4y′ + 4y = 2e2x                  22. y″ - 4y′ + 4y = 2x2 - 4 
23. y″ - 4y′ + 4y = 2xe4x                24. y″ - 4y′ + 4y = x3 –3x2 
25. y″ - 2y′ + 10y = 10x2 + 12       26. y″ + y = 2x 
27. y″ + y = 4x2 -4                        28. y″ + y′ = 2x + 3 
29. y″ + y = (4x + 6)ex                  30. y″ + y′ = 3x2 – x + 5 
 

1.6. Розв’язати задачу Коші 

;2)0(X;1)0(X
;teX2X3X.1 t

−=′=
=+′−′′                       

;0)0(X)0(X
;tXX2X.2 2

=′=
=+′−′′

 

;0)0(X)0(X
;t2X4X.3

=′=
=+′′

                             
;0)0(X)0(X

;1XX2X.4
=′=
=+′+′′

 

;2)0(X;1)0(X
;4XX2X.5

=′=
=+′−′′

                          
;2)0(X;1)0(X

;etX4X4X.6 t22

=′=
=+′+′′

 

;0)0(X;1)0(X
;tt2X4X.7 24

=′−=
−=+′′                        

;6)0(X;2)0(X
;e12X2X3X.8 t

=′=
=+′−′′

 

;1)0(X)0(X
;t2X3X2X.9

=′=
=−′−′′

                      
;0)0(X)0(X

;t1X5X2X.10
=′=

−=+′−′′
 

 

 19



                        
;1)0(X)0(X

;tXX2X.11 2

=′=
=+′+′′

;0)0(X)0(X
;t2XX.12 3

=′=
=+′′

 

;0)0(X;1)0(X
;2X6XX.13

=′=
=−′−′′

                          
;3)0(X;1)0(X

;ttX2XX.14 2

=′=
+=−′+′′

 

              
;1)0(X)0(X

);t1(2XX2X.15
=′=

+−=+′+′′

;1)0(X;0)0(X
;eX29X4X.16 t2

−=′=
=+′+′′ −

 

;1)0(X)0(X
;t2XX.17
−=′=

=′+′′
                            

;0)0(X)0(X
;t5X4X.18 3

=′=
=+′′

 

;1)0(X)0(X
;1t2X3X2X.19

=′=
+=−′−′′

                
;0)0(X)0(X

;t2tX4X.20 4

=′=
+=+′′

 

;1)0(X;3)0(X
;teX10X3X.21 t

=′=
=−′+′′                   

;0)0(X;1)0(X
;e2X2X3X.22 t

=′=
=+′−′′

 

;2)0(X;1)0(X
;e2X2X.23 t

=′=
+=′+′′                        

;1)0(X;3)0(X
;e6XX.24 t

=′=
=+′′ −

 

;4)0(X;2)0(X
;t4X2X.25
=′=

=′+′′
                       

;1)0(X;0)0(X
;e3XX3X2.26 t

=′=
=+′+′′

 

;3)0(X;5)0(X
;e2XX2X.27 t

=′=
=+′+′′ −

                  
;1)0(X;0)0(X

;8tX4X.28
==
−=′+′′

 

;2)0(X;1)0(X
;t5t4XX.29 3

−=′−=
+=−′′                    

;6)0(X;0)0(X
;e5X2X3X.30 t2

=′=
=+′−′′

 
 Завдання 2. 

 2.1. Дослідити на збіжність ряди 
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2n
nln 3

3

+
; 

г) =na
)2nln()9n5(

1n
2 +−

+ ;         д) =na
1n

nln
6 +

;          е) =na
2n

6n11
n2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
. 

 

27. а) =na
nln)3n(

n
22 −

;      б) =na 22 )1n(n
1n2sin

+
+ ;      в) =na

nln
n

2

2
; 

г) =na
)!n2(

3!n n
;                 д) =na

2n

n n
1n

4
1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ;           е) =na

1n

1narctg3

2

2

+

−
π . 
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28. а) =na
2n

n

n
1n3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ;        б) =na

)2nln()1n5(
1

−−
;        в) =na 2

n3

)!n(
n ; 

г) =na
1n2n

n
+−+

;          д) =na
3 4n

1sinn ;                     е) =na
4 4 1n

n3
cos2

+

π

. 

 

29. а) =na
5nn

1nsin 2 +
+ ;        б) =na

1n2

1n4
7n3 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ ;               в) =na

n
1arcsinn ; 

г) =na [ ]
)n1ln(

)1(2arctg n

+
−+ ;          д) =na

)1n3ln(n2
1

−
;           е) =na n3

!n . 

 

30. а) =na
n22
4

)1(3arcsin
n

n

+

−+

;    б) =na
)3nln()2n(

1
+−

;       в) =na 2n3

)!n4( ; 

г) =na
n2

5n4
1nn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ;             д) =na n5n

n71
+
+ ;                     е) =na n

n
11− . 

 
2.2. Розкласти функцію у степеневий ряд довкола вказаної точки і визначити 

область збіжності цього ряду 

1. f(x)=
2
xsin2  ,  x0= 0.             2. f(x)=

2x
6
−

 ,  x0= 1. 

3. f(x)= ,  x0= 0.   4. f(x)=)x23ln( + 2xx20
9
−−

 ,  x0= 0. 

5. f(x)=(x-1)sin5x ,  x0=0.   6. f(x)=
x
1  ,  x0=-3. 

7. f(x)= x
2
xcosx2 2 − ,  x0=0.   8. f(x)=

)2x(x
2
+

,  x0=1. 

9. f(x)= x3cos
x

x3sin
− ,  x0=0.            10. f(x)= 2xx12

7
−−

,  x0=0. 

11. f(x)= ,  x0=0.   12. f(x)=xch)1x( − 2x16
x2
−

,  x0=0. 

13. f(x)=
)1x(x

1
+

,  x0= -3.   14. f(x)= 3X2e + ,  x0=1. 

15. f(x)=
x3

1
−

, x0=1.    16. f(x)= x
4
xsinx2 2 − ,  x0=0. 

17. f(x)=
2x3x

x23
2 +−
− ,  x0=0.   18. f(x)= )x27ln( − ,  x0=0. 
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19. f(x)= 2xx6
5
−+

,  x0=0.   20. f(x)=
x3
x3sh ,  x0=0. 

21. f(x)=
)x41)(x1(

1
−−

,  x0=0.            22. f(x)=
4x5x

1
2 +−

,  x0=0. 

23. f(x)= ,  x0=0.   24. f(x)=2X)e3( −+ 2x
1x3ch − , x0=0. 

25. f(x)= 2xx2
3
−+

, x0=0.   26. f(x)= ,  x0=0. X4

27. f(x)=
7x8x

1
2 +−

, x0=0.   28. f(x)= )
3

xcos( π
− ,  x0=0. 

29. f(x)= 2xx28
6
−+

, x0=0.   30. f(x)= , x0=1. xln

 
2.3. Виконати дії і представити комплексні числа в тригонометричній і 

показниковій формах. Знайти спряжені числа для даних 

1. а) 3 i ;             б) 3i
i3
1i2
+

−
+ ;                   2. a) 4 4 ;        б) (1+i)5 ; 

3. a) (- i)5 ;           б) 3
32

3i1+ ;                      4. a) 3 1− ;       б) 
9

i1
i1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ ; 

5. a)
6

i44
i33
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+ ;      б) 3 2)i1( +− ;              6. a) 3

i1
31

+
− ;      б) ; )i1()i1( 72 −−

7. a) 5 1;                  б) )i1()i3( 614 −+ ;       8. a) 3 i− ;              б) ; 421 )i22(i −

9. a) ;          б) i1)i1( −−
15

i1
i2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

;                   10. a) i22 +− ;     б) ( )521 3i + ; 

11. a) ;      б) i3)i1( −+− 4 16− ;                     12. a) ;              б) i)i(
10

i31
i22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−− ; 

13. a) i1)3i1( ++ ;    б) 2)i21(
1

i2
i

−
+

+
;      14. a) 5 32 ;        б) ; )i32()i2( 2 +−

15. i2)1(− ;               б) i2
)i1(
i1

2 −
+
− ;             16. a) 3 i1−− ;        б) 5i1

i3
−
+ ; 

17. a) ;        б) ;                  18. a) i)i22( −− 815 )1i( − 30)3i1( + ;    б) 3 i1+− ; 

19. a) i
1

i  ;                   б) 3
32

3i1+− ;              20. a) ;   б) 2)i31)(i31( −+ 3 8 ;  

21. a) 5 1− ;                б) 3

3

)i1(
i)i1(i2

−
−+ ;            22. a) (1+i)i ;            б) 3 3i +− ; 

 26

;               б) 
i1

)1i4)(i32(
+

−+ ;      б) 3)i344( −;        24. a) 5 i1+−3 i8−23. a) ; 
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25. a) 4 i1+ ;          б) 1( −      26. a) )3i()i2 53 − ;  3   б) i3 + ;  )i1(i
i
2

− ; 73 ++

1)2 i ; б) 
18

i2
1i
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ;  6

3i
1i2
−

− 4 16− ;27. a) (                                 28. a) )1i( − ;     б)      

29. a) 6
3 )1i(1i2

++
+ ;   б) 

i
4 i− ;                  30. a) i1− ;       б) 

.4. За даним  ям  з зображення
) оригінал 

2)i2( +7 )(i1+ . 

 
 2 а) оригіналом; б) зображенн найти а) ;  
б

1.  а)
t

1te 2t2 −−−
;       б)

p5p2p
p2 −

t
2

23 +−
;        2. a) ;      б∫ ττ

0

dcos ) ;
5p4p

4p +
2 ++

 

3. а)
t
ee t4t3 −− ;     б) ;

)2p()1p(
1
2 +−

     4. a)    б∫ τ+τ τ−

0

de)1( ;
t

) ;
)1p)(1p(

p
2 ++

 

5. а)
t

tscot2cos − ;         б)
8p

4
3 +

;       6. a)    б∫ ττ+τ
0

d3sin)1( ;
t

) ;
)2p)(1p(

p
22 −+

 

;      8. a) ;       б∫ τττ
t

0

d3sin ) ;
)4p)(1p(

p
22 ++

 7. а)
t

e1tcos2 t3−−− ;     б)
)1p(p

1
3 +

;    10. a) ;    б∫ ττ τ−
t

0

de2ch ) ;
p8p4p

3p
23 ++

−  9. а)
t

1tet −− ;               б)
)1p(p

1
22 +

;    12. a) ;         б∫ ττ
t

0

d3sh ) ;
p5p4p

3p2
23 ++
+  11. а)

t
ee t2t −− ;            б)

ppp
1

23 ++

13. а)
t

e t−+1tsint − ;    б)
)3p(p

3p11 + 2p5p5
3

23

+
−+ ;   14. a) ;  б∫ ττ

t

0

dsin ) ;
)1pp)(1p(

3p2
2 +−−
+                

15. а)
t
ee t5t3 −− ;           б) 345

23

p2p2p
3p2pp2

+−
+++ ; 

16. a)    б)∫ ττ−τ τ
t

0

d)she( ; ;
)2p)(3p2p(

1
2 −++

     17. а)
t

tcht2ch − ;     б)
1p

1
3 −

; 18. 

a)∫τ
t

0

ττ2 dsh ;      б) ;
)2p)(2p2p(

p5
2 ++−

          19. а)
t

1t2cose 2t −− ;    

б)
1p2p2

1p2p
2

2

−+−
−+

p3 ;                20. a) ;           б∫ ττ
t

0

2 d9sin ) ;
)1p)(5p4p(

5
2 −++
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21. а)
t

t21 ;   cos2e t4 −+ −
    б) 34

2

pp
pp4

−
−− ;            22. a)∫ ;   б)τττ

t

0

2 dsin ;
)2p)(1p(

1
2

23

2 ++
                 

. а)
t

tsinte 2t − ;          б)
)5p +

;   

24 )

4p)(1p(
p32

2 ++
+

. a) ;    б∫ τττ
t

0

d6ch ;
)1p( 22 −

    25p . а)
t

tsine t2
;        б)

)4p)(2p)(1p
p2

2 +−+
+ ; 

(

∫ τττ−
t

0

3de ;26. a)      б) ;
83 −

   
p

6   27. а)
t

1et3sh t −+ ;    б)
)10p6−p)(1p(

2p3
2 +−
− ; 

28. a) ;   б)∫ τττ
t

0

d3she ;
)4p(p2

1
2 −

   29. а)
t

1tch − )
)1p(p

1
22 +

;        б ; 

     б30. a) ττ d) ;∫ +τ τ
t

0

che( )
1p8

p3
3

2

−
. 

 
З

Завдання 3.  

3.1. Знай реднє квадратичне відхилення σ(Х) дл наведеного закону 
розподілу дискретної випадкової величини Х  
1.  Х  –3   –2     2    4     5                       2.  Х  –2   –1     0    3     6 

  0,1  0,1  0,2  0,5           p   0, ,2  0,3  0,1  0,3 

3.  Х   –1    0     1    2     4                       4.  Х    1    2     3     7     

5.  Х    1    4     5     8                             6.  Х    –1    0     2    3     4 
     p   0,3  0,4  0,1  0,2                                 p   0,1  0,3  0,2  0,2  0,2 

     4                       8.  Х    3    5     6     8      
     p   0,

1.  Х    –2    2    3     6                            12.  Х    1    2     5     8 

3.  Х    –1    2     4     8                           14.  Х    3     5     7     8 

5.  Х    –4    –1    2     5    6                     16.  Х    2    5     6     9 
 

7.  Х     3    5     6     7    10                      18.  Х    5    8     9 

9.  Х    –3   –2    0     4     6                       20.  Х    –2    –1     2     7     9 

 

ти се я 

     p   0,1                1  0
 

     p   0,1  0,2  0,3  0,2  0,2                          p   0,1  0,2  0,4  0,3   
 

 
7.  Х   –4    1     2    3

1  0,2  0,4  0,2  0,1                          p   0,2  0,1  0,3  0,4   
 
9.  Х  –3   –2     2    4     5                       10.  Х    2    4      7     8      
     p   0,1  0,1  0,1  0,2  0,5                             p   0,2  0,3  0,1  0,4   
 
1
       p    0,4  0,3  0,1  0,2                                 p   0,2  0,4  0,3  0,1 
 
1
        p   0,1  0,4  0,3  0,2                                  p   0,2  0,4  0,1  0,3 
 
1
        p   0,3   0,1  0,3  0,1  0,2                           p   0,2  0,2  0,2  0,4
 
1
       p    0,1  0,3  0,3  0,2  0,1                            p   0,3  0,3  0,4   
 
1
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 0,2  0,4 

1.  Х    –1    3    4     8                               22.  Х    3    4     7     9 
1 

3.  Х    –4    –3     0     4                            24.  Х    2    3     5     6     8 
1  0,2 

5.  Х    4     6   10                                      26.  Х   –1    1     4    8 
  0,3 

7.  Х     2    5    7     10                              28.  Х   –6   –2    4     5   8 

9.  Х    –1    0     1     4                              30.  Х    0    1     2     5    10 
  0,1 

Х задається  функцією розподілу 
ня М(Х). 

       p     0,1  0,1  0,1  0,2  0,5                             p    0,1  0,2   0,1 
 
2
       p    0,3  0,2  0,3  0,2                                    p   0,4  0,2  0,3  0,
 
2
       p    0,1   0,3   0,4  0,2                                  p   0,2  0,2  0,3  0,
 
2
       p   0,3  0,4  0,3                                            p   0,4  0,2  0,1
 
2
       p    0,3  0,1  0,3  0,3                                    p   0,1  0,3  0,4  0,1 0,1 
 
2
       p    0,3  0,4  0,1  0,2                                    p   0,2  0,2  0,3  0,2
 
 3.2. Неперервна випадкова величина 
ймовірностей F(x). Знайти математичне сподіван
 

1.  ⎨ <≤= 1x0,x)x(F 3                             2.  
⎪
⎩ ≥1х,1

⎪
⎧ < ,0х,0

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<

1х,1
1x0,x

,0х,0
5  =)x(F

 

3
⎪
⎩

⎨
≥

<≤=
3/1х,1

3/x0,x9) 2                        4.  
⎪
⎩

⎨ <≤.  ⎪ 1x(F
⎧ < ,0х,0

⎪
⎧

≥

<
=

5/1

,0х,0

х,1
5/1x0,x50)x(F 2  

 

5.                                 6. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

1х,1
1x0,x

,0х,0
)x(F    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

1х,1
1x0,x

,0х,0
)x(F 4  

 

7.                            8. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

2/1х,1
2/1x0,x2

,0х,0
)x(F   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

4/1х,1
4/1x0,x16

,0х,0
)x(F 2  

 

9.  < 6/1                        10
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤
<

=
6/1х,1

x0,x36
,0х,0

)x(F 2 .  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

1х,1
1x0,x

,0х,0
)x(F 2  

 

11. 1                        12. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<
=

1х,1
x0,2x
,0х,0

)x(F 3   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

1х,1
1x0,8x

,0х,0
)x(F 5  

 



13.                         14.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

4/1х,1
4/1x0,x4

,0х,0
)x(F 2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

7/1х,1
7/1x0,1x7

,0х,0
)x(F  

  

15.                            16.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

1х,1
1x0,x

,0х,0
)x(F 6       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<
=

1х,1
1x0,7x

,0х,0
)x(F 4  

17.                    18. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

8/1х,1
8/1x0,11x8

,0х,0
)x(F

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<
=

6/1х,1
6/1x0,5x36

,0х,0
)x(F 2  

  

19.                 20.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<
=

1х,1
3/1x0,4x27

,0х,0
)x(F 3  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

7/1х,1
7/1x0,2x49

,0х,0
)x(F 2  

3/
 

21.                     22. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

9/1х,1
9/1x0,15x9

,0х,0
)x(F  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

1х,1
1x0,x

,0х,0
)x(F 8  

 

23.                      24.
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

1х,1
1x0,6x

,0х,0
)x(F 9          

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

8/1х,1
8/1x0,x64

,0х,0
)x(F 2  

 

25. F                     26. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

3/1х,1
3/1x0,1x81

,0х,0
)x( 4  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

12/1х,1
12/1x0,x144

,0х,0
)x(F 2  

 

27.  5/                        28.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

5/1х,1
1x0,x625

,0х,0
)x(F 4

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<
=

11/1х,1
11/1x0,x11

,0х,0
)x(F  

 

29.               30.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<
=

11/1х,1
11/1x0,9x121

,0х,0
)x(F 2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

<
=

10/1х,1
10/1x0,2x10

,0х,0
)x(F  

 
3. 3. Дана вибірка, добута з генеральної сукупності.  

1) Знайти незміщену оцінку генеральної середньої. 
2) Знайти виправлену дисперсію. 
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3) Знайти емпірічну функцію розподілу, побудувати її графік. 
будувати полігон відносн

i   -1   3    7    9   12                      i   
ni  15  18  12  10  5                             ni  10  20  30  15  25 

.  xi    2    6    7   10                            4.  xi   1   6   7  10  12 
ni  21  32  27  20                                 ni  8   3   4   2    3 

i   1   5    6    8                                7    9    
ni  5  15  10   20                                   ni  6  10   1    3 

.  xi   2   3   4   6                                 8.  xi   10   15   25   30 
ni  

   
        ni  8   3   6   3 

2    4    12   2 

6 
4 

5 
    1 

 

 

 

 

 

4) По их частот. 
1.  x 2.  x  -4   1    4    8   11

3

5.  x  6.  xi   2   6  

7
10  4   2   3                                      ni  20   25   50   5 

 9.  xi   4   9   11   17                             10.  xi   2   3   5   9
ni  2   5    2     1                             

11.  xi   4   6   7   8   15                        12.  xi   10  15   20   30 
  ni  1   2   3   2    2                                ni   

13.  xi   2   3   5   9                               14.  xi   -3  -1   4   5 
  ni  7   3   4   6                                      ni   8    2   6   4 

15.  xi   7   10   11   12                         16.  xi   -7   -5  -3   2   
  ni  5    3     6     6                                 ni   2    7    3   4   

17.  xi    4    5    6    8                            18.  xi   1   5   9   11 
  ni  11  12  14  13                                  ni  2   3   4    1 

19.  xi    -1    0    1    3                          20.  xi   -2   3   4   8 
  ni   20  30  40  10                                ni   4    5   7   4 

21.  xi   -3   -2   0    3   8                      22.  xi   -10   -5   10   1
  ni  11  21  17  13  18                           ni    2     3     4 

23.  xi   -2   4   6   9                             24.  xi   7   8   11   15 
  ni   2   5   2   1                                    ni  8   6    7     9 

25.  xi   0   3   4   7                              26.  xi   8   15   20   22
  ni  7   8  10  5                                     ni  9   10   12    9 

27.  xi   3   5   7   8                              28.  xi   8   12   14   20 
  ni  2   1   3   4                                     ni  3    8     6     3 

29.  xi   8   9   10   12                           30.  xi   4   9   10   16
  ni  7   4   11    8                                   ni  7   8    2     3 
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Таблиця видачі індивідуальних домашніх завдань слухачам, що вступили в 

непарному році 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

00  1.9 
2.2 
3.24 

1.18 
2.3 
3.23 

1.27 
2.4 
3.22 

1.6 
2.5 
3.21 

1.15 
2.6 
3.20 

1.24 
2.7 
3.19 

1.3 
2.8 
3.18 

1.12 
2.9 
3.16 

1.21 
2.10 
3.17 

01 1.26 
2.5 
3.23 

1.6 
2.7 
3.20 

1.15 
2.11 
3.19 

1.24 
2.9 
3.18 

1.3 
2.10 
3.17 

1.12 
2.10 
3.17 

1.21 
2.12 
3.15 

1.30 
2.13 
3.14 

1.9 
2.14 
3.13 

1.18 
2.15 
3.12 

02 1.30 
2.19 
3.5 

1.9 
2.20 
3.4 

1.8 
2.21 
3.3 

1.27 
2.22 
3.2 

1.6 
2.23 
3.1 

1.15 
2.24 
3.30 

1.24 
2.25 
3.29 

1.3 
2.26 
3.28 

1.12 
2.27 
3.27 

1.21 
2.28 
3.26 

03
2.24 

 
2.25 

 
2.26 

 
2.27 

  0 
0 
9 

2.1 
8 

2.2 
7 

2.3 
6 

 1.25 1.4 1.13 1.22 1.1 
2.28 

1.10 
2.29 

1.19 
2.3

1.28 1.7 1.16 

3.5 3.4 3.3 3.2 3.1 3.3 3.2 3.2 3.2 3.2
04 1.29 

2.8 
3.17 

        
1.9 
2.10
3.14 

1.18 
2.11
3.13 

1.27 
2.12
3.12 

1.6 
2.13
3.11 

1.15 
2.14
3.10 

1.24 
2.15
3.9 

1.3 
2.16
3.8 

1.12 
2.17
3.7 

1.21 
2.18 
3.6 

05 1.25 
2.14   
3.15 

1.4 
2.15
3.14 

1.13 
2.16 
3.13 

1.22 
2.17
3.12 

1.1 
2.18 
3.11 

1.10 
2.19 
3.10 

1.19 
2.20 
3.9 

1.28 
2.28 
3.8 

1.7 
2.22 
3.7 

1.16 
2.23 
3.6 

06 1.29 
2.28 
3.27  

 

   

1.8 
2.29 
3.26

1.17
2.29 
3.25

1.26 
2.1 
3.24

1.5 
2.2 
3.23

1.14 
2.3 
3.21 

1.23 
2.4 
3.21 

1.2 
2.5 
3.20 

1.11 
26 
319 

120 
27 
318 

07 1.24 
2.3 
3.29     

   
1.4 
2.5 
3.24

1.13 
2.6 
3.22

1.22 
2.7 
3.22

1.1 
2.8 
3.21

1.10 
2.9 
3.20 

1.19 
2.10 
3.19 

1.28 
2.11
3.18 

1.7 
2.12
3.17 

1.16 
2.13
3.16 

08 1.29 
2.18 

   3.7 

1.8 
2.19 
3.6 

1.17 
2.20 
3.5 

1.26 
2.21 
3.4 

1.5 
2.22 
3.3 

1.14 
2.23 
3.2 

1.23 
2.24 
3.1 

1.2 
2.25 
3.30

1.11 
2.26 
3.24

1.20 
2.27 
3.28

09 1.24 
2.23 
3.7 

1.3 
2.24 
3.6 

1.12 
2.25 
3.5 

1.21 
2.26 
3.4 

1.30 

   
2.27 
3.3 

1.9 
2.28 
3.2 

1.18 
2.29 
3.1 

1.27 
2.30 
3.30

1.6 
2.1 
3.29

1.15 
2.2 
3.28

10 1.28 
2.7 
3.19 

1.8 
2.9 
3.16 

1.17 
2.10 
3.15 

1.26 
2.11       
3.14 

1.5 
2.12
3.13 

1.14 
2.13
3.12 

1.23 
2.14
3.11 

1.2 
2.15
3.10 

1.11 
2.16
3.9 

1.20 
2.17
3.8 

11 1.30 
2.1 
3.25 

1.1 
2.2 
3.30 

1.10 
2.3 
3.29 

1.19 
2.4 
3.28 

1.28 
2.5 
3.27 

1.7 
2.6 
3.26 

1.16 
2.7 
3.25 

1.25 
2.8 
3.24 

1.4 
2.9 
3.23 

1.13 
2.10 
3.22 
 

12 
  

 
  

  

1.28 
2.27
3.29 

1.7 
2.28
3.28

1.6 
2.29
3.27 

1.25 
2.30
3.26 

1.4 
2.1 
3.25 

1.13 
2.2 
3.24

1.22 
2.3 
3.23 

1.1 
2.4 
3.22 

1.10 
2.5 
3.21

1.19 
2.6 
3.20 
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13 
  

 
   

 
  

 

 1.22 
2.11
3.21 

1.1 
2.12
3.20

1.10 
2.13
3.19 

1.19 
2.14
3.18 

1.28 
2.15
3.17

1.7 
2.16
3.16 

1.16 
2.17
3.15 

1.25 
2.18 
3.14

1.4 
2.19 
3.13 

1.13
2.20 
3.12 

14   
  

1.28
2.17 
3.9 

1.17
2.18 
3.8 

1.6 
2.19 
3.7 

1.25 
2.20 
3.6 

1.4 
2.21 
3.5 

1.13 
2.22 
3.4 

1.22 
2.13 
3.3 

1.1 
2.24 
3.2 

1.10 
2.25
3.1 

1.19 
2.26
3.30 

15  

3.11 3.10 

 

3.9 

 

3.8 

 

3.7 3.6 

 

3.5 

 

3.4 3.3 .2 

1.22
2.21 

1.1 
2.20 

1.10
2.23 

1.19
2.24 

1.28
2.25 

1.7 
2.26 

1.16
2.27 

1.25
2.28 

1.4 
2.29 

1.13 
2.30 
3

16 1.27 
2.6 
3.21 

1.7 
2.8 
3.18 

1.16 
      2.9 

3.17 

1.25 
2.10 
3.16 

1.4 
2.11
3.15 

1.13 
2.12
3.14 

1.22 
2.13
3.13 

1.1 
2.14
3.12 

1.10 
2.15
3.11 

1.19 
2.16
3.10 

17 1.22 
2.1 
3.1 

1.2 
2.3 
3.28 

1.11 
2.4 
3.27 

1.20 
2.5 
3.26 

1.29 
2.6 
3.25 

1.8 
2.7 
3.24 

1.17 
2.8 
3.23 

1.26 
2.9 
3.22 

1.5 
2.10 
3.21 

1.14 
2.11 
3.20 

18 1.27 
2.26 
3.1 

1.6 
2.27 
3.30 

 

     

 

  

1.15
2.28 
3.29

1.24 
2.29 
3.28

1.3 
2.30 
3.27

1.12 
2.1 
3.26

1.21 
2.2 
3.25

1.30
2.3 
3.24

1.9 
2.4 
3.23

1.18 
2.5 
3.22 

19 1.23 
2.12 
3.19 

1.2 
2.13 
3.18 

1.11 
2.14 
3.17        

1.20 
2.15 
3.16

1.29 
2.16 
3.15

1.8 
2.17 
3.14

1.17 
2.18 
3.13

1.26 
2.19 
3.12

1.5 
2.20 
3.11

1.14 
2.21 
3.10

20 1.27 
2.16   

 

3.11 

1.6 
2.17
3.10 

1.15 
2.18
3.9 

1.24 
2.19 
3.8 

1.3 
2.20 
3.7 

1.12 
2.21 
3.6 

1.21 
2.22 
3.5 

1.30
2.23 
3.4 

1.9 
2.24 
3.3 

1.18 
2.25 
3.2 

21 1.23 
2.22        
3.9 

1.2 
2.23
3.8 

1.11 
2.24
3.7 

1.20 
2.25
3.6 

1.29 
2.26
3.5 

1.8 
2.27
3.4 

1.17 
2.28
3.3 

1.26 
2.29
3.2 

1.5 
2.30 
3.1 

1.14 
2.1 
3.20 

22 1.26 
2.25 
3.3 

1.5 
2.26 
3.2 

1.14 
2.27 
3.1 

1.23 
2.28 
3.30 

1.2 
2.29 
3.29 

1.11 
2.30 
3.28 

1.20 
2.1 
3.27 

1.29 
2.2 
3.26 

1.8 
2.3 
3.25 

1.17 
2.4 
3.24 

23 1.23 
2.2 
3.29 

1.3 
2.4 
3.26 

1.13 
2.5 
3.25 

1.21 
2.6 
3.24 

1.30 
2.7 
3.23 

1.9 
2.8 
3.22 

1.18 
2.9 
3.21 

1.27 
2.10 
3.20 

1.6 
2.11 
3.19 

1.15 
2.12 
3.18 

24 1.26 
2.15 
3.13 

1.5 
2.16 
3.12 

1.14 
2.17 
3.11  

1.23 
2.18 
3.10

1.2 
2.19 
3.9 

1.11 
2.20 
3.8 

1.20 
2.21 
3.7 

1.29 
2.22 
3.6 

1.8 
2.23 
3.5 

1.17 
2.24 
3.4 

25 1.24 
2.13 
3.17        

 
1.3 
2.14 
3.16

1.12 
2.15 
3.15

1.21 
2.16 
3.14

1.30 
2.17 
3.13

1.9 
2.18 
3.12

1.18 
2.19 
3.11

1.27 
2.20 
3.10

1.6 
2.21 
3.9 

1.15 
2.22
3.8 

26 1.25 
2.4 
3.27   

    
1.5 
2.6 
3.22

1.14 
2.7 
3.21

1.23 
2.8 
3.20 

1.2 
2.9 
3.19 

1.11 
2.10 
3.18 

1.20 
2.11
3.17 

1.29 
2.12
3.16 

1.8 
2.13
3.15 

1.17 
2.14
3.14 
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Табл и ін у и а завдань а упили в 
но ц

 
 

иця в дачі дивід альн х дом шніх  слух чам, що вст
пар му ро і 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
00  1.1 

2.2 
3.30 

1.10 
2.3 
3.29 

1.19 
2.4 
3.28 

1.28 
2.5 
3.27 

1.7 
2.6 
3.26 

1.16 
2.7 
3.25 

1.25 
2.8 
3.24 

1.4 
2.9 
3.23  

1.13 
2.10 
3.22

01 1.22 
2.11     
3.21 

1.1 
2.12
3.20 

1.10 
2.13
3.19 

1.19 
2.14
3.18 

1.28 
2.15
3.17 

1.7 
2.16 
3.16 

1.16 
2.17 
3.15 

1.25 
2.18 
3.14 

1.4 
2.19 
3.13 

1.13 
2.20 
3.12 

02 1.22 
2.21 2.20 2.23 2.24 2.25 

3.7 
2.26 
3.6 

2.27 
3.

2.28 2.29 2.30 
3.11 

1.1 

3.10 

1.10 

3.9 

1.19 

3.8 

1.28 1.7 1.16 

5 

1.25 

3.4 

1.4 

3.3 

1.13 

3.22 
03 1.22 

2.1 
.1 

1.2 
 

 

1.11 
 

1.20 
 

1.29 
 

1.8 
 

 

1.17 
 

1.26 
 

1.5 
0 

 

1.14 
1 

3
2.3
3.28

2.4
3.27 

2.5
3.26 

2.6
3.25 

2.7
3.24

2.8
3.23 

2.9
3.22 

2.1
3.21

2.1
3.20 

04 1.23 
2.12 

 

   

 

  

 3.19 

1.2 
2.13 
3.18

1.11
2.14 
3.17 

1.20
2.15 
3.16 

1.29
2.16 
3.15 

1.8 
2.17 
3.14

1.17
2.18 
3.13 

1.26
2.19 
3.12 

1.5 
2.20 
3.11

1.14 
2.21 
3.10 

05 1.23 
2.22 
3.9 

1.2 
2.23 
3.8 

1.11 
2.24 
3.7 

1.20 
2.25 
3.6 

1.29 
2.26 
3.5 

1.8 
2.27 
3.4 

1.17 
2.28 
3.3 

1.26 
2.29 
3.2 

1.5 
2.30 
3.1 

1.14 
2.1 
3.20 

06 

  
  

 

1.23 
2.2 
3.29 

1.3 
2.4 
3.26

1.12 
2.5 
3.25 

1.21 
2.6 
3.24 

1.30 
2.7 
3.23 

1.9 
2.8 
3.21

1.18 
2.9 
3.21 

1.27 
2.10
3.20 

1.6 
2.11
3.19

1.15 
2.12 
3.18 

07  
 

 

   

 

  1.24
2.13
3.17 

1.3 
2.14 
3.16

1.12
2.15 
3.15 

1.21
2.16 
3.14 

1.30
2.17 
3.13 

1.9 
2.18 
3.12

1.18
2.19 
3.11 

1.27
2.20 
3.10 

1.6 
2.21 
3.9 

1.15 
2.22 
3.8 

08 

 

1.24 
2.23 
3.7 

1.3 
2.24 
3.6 

1.12 
2.25 
3.5 

1.21 
2.26 
3.4 

1.30 
2.27 
3.3 

1.9 
2.28 
3.2 

1.18 
2.29 
3.1 

1.27 
2.30 
3.30 

1.6 
2.1 
3.29

1.15 
2.2 
3.28 

09 
   

 

 1.24 
2.3 
3.7 

1.4 
2.5 
3.6 

1.13 
2.6 
3.5 

1.22 
2.7 
3.4 

1.1 
2.8 
3.3 

1.10 
2.9 
3.2 

1.19 
2.10
3.1 

1.28 
2.11
3.30 

1.7 
2.12
3.29

1.16
2.13 
3.28 

10  

 

   

 

 1.25
2.14 
3.15 

1.4 
2.15 
3.14

1.13
2.16 
3.13 

1.22
2.17 
3.12 

1.1 
2.18 
3.11 

1.10
2.19 
3.10

1.19
2.20 
3.9 

1.28 
2.21 
3.8 

1.7 
2.22 
3.7 

1.16 
2.23 
3.6 

11 

  

1.25 
2.24 
3.5 

1.14 
2.25 
3.4 

1.13 
2.26 
3.3 

1.22 
2.27 
3.2 

1.1 
2.28 
3.1 

1.10 
2.29 
3.30

1.19 
2.30 
3.29 

1.28 
2.1 
3.28 

1.7 
2.2 
3.27

1.16 
2.3 
3.26 

12 

  
  

 

 1.25 
2.4 
3.27 

1.5 
2.6 
3.22

1.14 
2.7 
3.21 

1.23 
2.8 
3.20 

1.2 
2.9 
3.19

1.11 
2.10
3.18 

1.20 
2.11
3.17 

1.29 
2.12 
3.16 

1.8 
2.13 
3.15

1.17
2.14 
3.14 

13     1.26 1.5 1.14 1.23 1.2 1.11 1.20 1.29 1.8 1.17 
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   2.15 
3.13 

2.16
3.12 

2.17 
3.11 

2.18 
3.10 

2.19
3.9 

2.20 
3.8 

2.21 
3.7 

2.22 
3.6 

2.23
3.5 

2.24 
3.4 

14 
 

  

  

 

 

1.26 
2.25 
3.3 

1.5 
2.26 
3.2 

1.14 
2.27 
3.1 

1.23 
2.28 
3.30 

1.2 
2.29
3.29 

1.11 
2.30 
3.28 

1.20
2.1 
3.27 

1.29
2.2 
3.26

1.8 
2.3 
3.25

1.17
2.4 
3.24

15  

  

 

 

 

 
 
 

 
1.26
2.5 
3.23

1.6 
2.7 
3.20

1.15
2.11 
3.19

1.24
2.9 
3.18

1.3 
2.10
3.17

1.12 
2.11 
3.16 

1.21 
2.12 
3.15 

1.30 
2.13 
3.14 

1.9 
2.14
3.13 

1.18 
2.15 
3.12 

16 
   

1.27 
2.16 
3.11 

1.6 
2.17
3.10 

1.15 
2.18 
3.9 

1.24 
2.19 
3.8 

1.3 
2.20
3.7 

1.12 
2.21 
3.6 

1.21 
2.22 
3.5 

1.30 
2.23 
3.4 

1.9 
2.24
3.3 

1.18 
2.25 
3.2 

17 
  

  

 

 

  

 

 

1.27 
2.26 
3.1 

1.6 
2.27
3.30 

1.15 
2.28 
3.29 

1.24 
2.29 
3.28 

1.3 
2.30
3.27 

1.12
2.1 
3.26 

1.21
2.2 
3.25

1.30
2.3 
3.24

1.9 
2.4 
3.23

1.18
2.5 
3.22

18  

  

 

 
  

1.27
2.6 
3.21

1.7 
2.8 
3.18

1.16
2.9 
3.17 

1.25 
2.10 
3.16

1.4 
2.11
3.15 

1.13 
2.12 
3.14 

1.22 
2.13 
3.13 

1.1 
2.14 
3.12 

1.10 
2.15
3.11 

1.19 
2.16 
3.10 

19 
   

1.28 
2.17 
3.9 

1.7 
2.18
3.8 

1.16 
2.19 
3.7 

1.25 
2.20 
3.6 

1.4 
2.21
3.5 

1.13 
2.22 
3.4 

1.22 
2.23 
3.3 

1.1 
2.24 
3.2 

1.10 
2.25
3.1 

1.19 
2.26 
3.30 

20 
 

  

 

 

  

 

 

 

 

1.28 
2.27 
3.29 

1.7 
2.28
3.28 

1.6 
2.29 
3.27 

1.25
2.30 
3.26 

1.4 
2.1 
3.25 

1.13
2.2 
3.24

1.22
2.3 
3.23

1.1 
2.4 
3.22

1.10
2.5 
3.21

1.19
2.6 
3.20

21  

   
  

1.28
2.7 
3.19

1.8 
2.9 
3.16

1.17 
2.10 
3.15

1.26 
2.11 
3.14 

1.5 
2.12
3.13 

1.14 
2.13 
3.12 

1.23 
2.14 
3.11 

1.2 
2.15
3.10 

1.11 
2.16 
3.9 

1.20 
2.17 
3.8 

22 
   

1.29 
2.18 
3.7 

1.8 
2.19
3.6 

1.17 
2.20 
3.5 

1.26 
2.21 
3.4 

1.5 
2.22
3.3 

1.14 
2.23 
3.2 

1.23 
2.24 
3.1 

1.2 
2.25
3.30 

1.11 
2.26 
3.24 

1.20 
2.27 
3.28 

23  
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