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НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ ЦИВІЛЬНОГО ЗАХИСТУ УКРАЇНИ

КАФЕДРА ОХОРОНИ ПРАЦІ ТА ТЕХНОГЕННО-ЕКОЛОГІЧНОЇ БЕЗПЕКИ

Практичне заняття № 11
з навчальної дисципліни «Прогнозування стану довкілля»

Модуль 8. Статистичні методи  моделювання і прогнозування стану довкілля.

Розділ 11: «Статичні моделі в екології»

Тема:  „ Визначення кореляційних залежностей впливу природних чинників на гідрологічні показники стану водних об’єктів ”
Виховна мета: Розвиток у студентів екологічного мислення, формування природоохоронного світогляду.

Навчальна мета: 

1. Ознайомити студентів із загальними принципами екологічного моделювання графоаналітичним методом.
2. Довести до студентів інформацію про графоаналітичний метод.

3. Показати студентам реальну можливість застосування отриманої на лекції інформації у практичній діяльності працівника  системи МНС.

Навчальні групи:  курсанти, студенти.

Тривалість: 2 години.

Місце проведення: за розкладом.

Матеріальне забезпечення:    1) мультимедійна презентація;






2) література з дисципліни.
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План 

        1. Загальні принципи регресійного аналізу 
Практичні завдання
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2. Шмандій В.М., Палій П. Б., Курбашов К. Р., Богобояцкий В. В. „Принципи моделювання та прогнозування в екології”. – Київ, Фенікс 2000р
3. Літнарович Р.М. Побудова і дослідження математичної моделі за джерелами експериментальних даних методами регресійного аналізу [Текст] : навч. посібник / Р.М. Літнарович. – Рівне : МЕГУ, 2011. – 140 с.
4. Айвазян С.А. , Енюков И.С., Мешалкин Л.Д. Прикладная статистика: Исследование зависимостей [Текст] / С.А. Айвазян, И.С. Енюков, Л.Д. Мешалкин. – М. : Финансы и статистика, 1985
1. Загальні принципи регресійного аналізу

Регресійний аналіз є одним з основних статистичних методів  побудови математичних моделей об’єктів або явищ по  існуючим даним.

Класичний регресійний аналіз включає методи побудови математичних моделей досліджуваних систем,  методи визначення параметрів цих моделей і перевірки їх адекватності. Він припускає, що регресія є комбінацією лінійно незалежних базисних функцій від факторів з невідомими коефіцієнтами. Фактори й параметри є детермінованими, а відгуки − рівноточними некорельованими випадковими величинами. Передбачається також, що всі змінні вимірюють у неперервних числових шкалах.  

Регресійна модель описує кореляційні зв’язки, які об’єктивно існують між явищами.  Як правило, кореляційні зв’язки надзвичайно складні та різноманітні. В одних випадках при зміні пояснюючих факторів хі  величина результуючого фактора у змінюється рівномірно,  в інших –  нерівномірно.  Іноді зменшенням може змінитися зростанням,  і навпаки.  Простежити всі ці взаємозв’язки і встановити точний функціональний вид дуже складно і практично неможливо. Саме тому при виборі типу функції йдеться лише про апроксимацію складних за своєю природою взаємозв’язків відносно простими функціями. На практиці найбільш поширеним є лінійні регресійні  моделі. Оскільки цей підхід передбачає однаковий характер зв’язку з усіма факторами, він, безумовно, містить у собі певну умовність. Однак використання надто складних функцій неминуче призводить до збільшення кількості параметрів,  а отже,  зменшує точність вимірювання. 

Регресійні моделі зв’язують кількісні  змінні – результуючу і пояснюючі  (ендогенні та екзогенні).

Поділ змінних на результуючу і пояснюючі  в регресійному аналізі завжди проводиться  на основі змістовних понять. 

Розглянемо загальну схему регресійного аналізу. Нехай результуюча змінна у пов'язана з деякими  пояснюючими змінними х1,…., хk, які зручно представляти у вигляді компонент вектора х=[x1 ,...,хk]т, (т- транспонування). Зв’язок являється стохастичним: значення y змінної у, отримані в різних експериментах при фіксованих значеннях вектора x, випадковим чином флюктуїрує  навколо деякого невідомого рівня η(x):

Y = Y(x) = η (x) + ε , 




(1)

де друга складова визначає випадкове відхилення результуючої змінної від величини η(x). Випадкові відхилення ε можуть слугувати проявом впливу не врахованих у векторі  x (і може бути, випадкових) факторів, випадковими похибками вимірів результуючої змінної та іншими причинами, 

Середнє значення відхилень приймається рівним нулю, тому математичне сподівання результуючої змінної  співпадає зі значенням функції η(x).

M{Y(x)}= η(x)





 (2)

Це рівняння називається регресією (рівнянням регресії), а функція η(x) - функцією регресії.

Існує велике число типів регресійних моделей, визначених видом функції регресії η(x) , які, як правило, залежать не тільки від пояснюючих змінних , але і від деяких параметрів β1 ,..., βm, які також зручно представляти у вигляді векторів β =  [β1 ,..., βm] т;

η(x) = η(x, β)




 (3)

Для таких функцій регресії задача їх визначення зводиться до задачі оцінки вектора параметрів  β по експериментальним даним. В залежності від того, як ці параметри входять у функцію регресії, моделі діляться на лінійні і нелінійні (по параметрам).

Лінійних регресійні моделі в загальному вигляді можна записати таким чином:  

Y(x) = η(x,β) + ε = 
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(4)

де fj(x)  = fj(x1, …, xk) - деякі відомі функції пояснюючих змінних, що не включають в себе  невідомі коефіцієнти  βj.. Функції  fj(x)  називають регресорами.

Цю модель зручно представити у векторній формі:

Y = Y(x) = fTβ + ε, 




(5)

де  fT = [f1(x),..., fm(x)]T - вектор регресорів.

Розглянуті моделі описували результат одного спостереження. Поширили їх на випадок спостереження n вимірів. З врахуванням загального виразу   (5) результати n експериментів можна представити у вигляді 

yn = y(xn) = fnTβ + εn 




 (6)

де yi – значення результуючої змінної Y, отримане в і-му спостереженні; xi = [xi1, .., xim]T - вектор пояснюючих змінних в i-му спостереженні; fiT = [fi(xi),..., fm(xi)]T - вектор регресорів:  εi – і - значення випадкового відхилення.

В даному випадку мається на увазі, що параметри βj незмінні при проведенні всіх спостережень. Величина [image: image3.png]


  представляє собою значення  j -ї змінної, отриманої в i - му спостереженні.

Вираз  формули (6) зручно записувати у векторно-матричній формі:

y = Fβ + ε = η + ε,




 (7)

де y =  [yi ,..., yn ]T- вектор відгуків; 

[image: image5.png]F= fi(x,




 - матриця регресорів; ε = [ε1, …, εn]T -  вектор відхилень; η = [η (x1),..., (xn)]T - вектор регресії

Основним завданням регресійного аналізу являється  отримання  оцінок параметрів регресії, які були оптимальними. 

Лінійна регресія зводиться до знаходження рівняння виду:

[image: image7.png]


= a + b*x + ε   




(8)

Рівняння виду  [image: image9.png]


= a + b*x + ε дозволяє по заданих значеннях фактору  х мати теоретичні значення результативної ознаки підстановкою в нього фактичних значень фактору х.

Побудова лінійної моделі зводиться до оцінки її параметрів – а і b. Оцінки параметрів лінійної регресії можуть бути знайдені різними методами.

Класичний підхід до оцінювання параметрів лінійної регресії заснований на методі найменших квадратів.

Метод найменших квадратів (МНК) дозволяє отримати такі оцінки параметрів a i b, при яких сума квадратів відхилень фактичних значень результативної ознаки  у від розрахункових (теоретичних)  [image: image11.png]


 мінімальна:

[image: image13.png]






(9)

Для того, щоб знайти мінімум функції (9), треба вирахувати часткові похідні за кожним з параметрів а та b і прирівняти їх до нуля.

Якщо ми позначимо [image: image15.png]Y&l



 через S, тоді:

S = [image: image17.png](v — V)P



 = [image: image19.png]Y(y—a—b=x)?






(10)

[image: image21.png]= 23y +2na+2bTx=0







(11)

[image: image23.png]= 23y +2aTx+2bTx*=0






(12)

Перетворюючи формулу (11), отримуємо таку систему нормальних рівнянь для оцінки параметрів а і b:

[image: image25.png]n*a+brx=2y
{azx+bzxz = Syex







(13)

Розв’язуючи систему нормальних рівнянь (13) або методом послідовного виключення змінних, або методом визначників, знайдемо шукані оцінки параметрів а і  b. Можна скористатися такими формулами для а i b:

a = [image: image27.png]


 





(14)

Формула (14) отримана з першого рівняння системи (13), якщо всі його члени розділити на n:

[image: image29.png]








(15)

Формула (5) отримується також при розв’язанні системи (15) методом визначників, якщо всі елементи розрахунку поділити на n2
Параметр  b називається коефіцієнтом регресії. Його величина показує середню зміну результату із зміною фактору на одиницю.

Таблиця 1 -  Відповідність розрахунків значенню кореляції 
	Інтервал значень коефіцієнта кореляції
	Інтерпретація

	0-0,2
	Дуже слабка кореляція

	0,2-0,5
	Слабка  кореляція

	0,5-07
	Середня кореляція

	0,7-0,9
	Висока кореляція

	0,9-1
	Дуже висока кореляція


2. Практичне завдання
Відповідно до зазначеного варіанту побудувати графіки кореляційних залежностей, знайти значення коефіцієнта кореляції та зробити висновки на основі отриманих розрахунків.
Варіант № 1

	Безлюдівка, роки
	температура середньо річна
	модуль стока млн. м3

	1969
	6,08
	500

	1970
	7,51
	590

	1971
	7,81
	510

	1972
	7,88
	340

	1973
	7,3
	500

	1974
	7,7
	510

	1975
	9
	390

	1976
	5,4
	470

	1977
	7,07
	630

	1978
	6,4
	710

	1979
	7,65
	790

	1980
	6,13
	840

	1981
	8,91
	1190

	1982
	7,28
	751

	1983
	8,72
	618

	1984
	7,3
	569

	1985
	6,05
	647

	1986
	7,12
	590

	1987
	5
	653

	1988
	7,05
	670

	1989
	9,21
	585

	1990
	8,61
	574

	1991
	7,9
	574

	1992
	7,8
	528

	1993
	6,45
	631

	1994
	7,61
	599

	1995
	8,45
	546

	1996
	6,89
	642

	1997
	6,76
	602

	1998
	7,9
	583

	1999
	9,35
	498

	2000
	8,45
	534

	2001
	8,46
	552

	2002
	8,82
	501

	2003
	7,2
	643

	2004
	8,45
	613

	2005
	8,55
	577

	2006
	8,78
	561

	2007
	9,64
	410

	2008
	9,18
	421

	2009
	9,19
	344

	2010
	9,76
	391

	2011
	8,46
	302

	2012
	9,36
	288


Варіант № 2

	Безлюдівка, роки
	температура середньо річна
	середній рівень

	1969
	6,08
	201

	1970
	7,51
	222

	1971
	7,81
	204

	1972
	7,88
	193

	1973
	7,3
	222

	1974
	7,7
	216

	1975
	9
	203

	1976
	5,4
	212

	1977
	7,07
	234

	1978
	6,4
	217

	1979
	7,65
	246

	1980
	6,13
	221

	1981
	8,91
	192

	1982
	7,28
	253

	1983
	8,72
	244

	1984
	7,3
	236

	1985
	6,05
	246

	1986
	7,12
	243

	1987
	5
	242

	1988
	7,05
	251

	1989
	9,21
	244

	1990
	8,61
	247

	1991
	7,9
	234

	1992
	7,8
	229

	1993
	6,45
	241

	1994
	7,61
	239

	1995
	8,45
	238

	1996
	6,89
	245

	1997
	6,76
	247

	1998
	7,9
	230

	1999
	9,35
	225

	2000
	8,45
	218

	2001
	8,46
	220

	2002
	8,82
	213

	2003
	7,2
	215

	2004
	8,45
	216

	2005
	8,55
	215

	2006
	8,78
	209

	2007
	9,64
	193

	2008
	9,18
	190

	2009
	9,19
	192

	2010
	9,76
	184

	2011
	8,46
	180

	2012
	9,36
	178


Варіант № 3

	Безлюдівка, роки
	температура середньорічна
	витрата середньо річна

	1969
	6,08
	15,9

	1970
	7,51
	18,7

	1971
	7,81
	16,2

	1972
	7,88
	10,7

	1973
	7,3
	15,8

	1974
	7,7
	16,2

	1975
	9
	12,3

	1976
	5,4
	14,8

	1977
	7,07
	20,1

	1978
	6,4
	22,4

	1979
	7,65
	25,1

	1980
	6,13
	24,3

	1981
	8,91
	37,6

	1982
	7,28
	23,8

	1983
	8,72
	19,6

	1984
	7,3
	18

	1985
	6,05
	20,5

	1986
	7,12
	18,7

	1987
	5
	20,7

	1988
	7,05
	21,2

	1989
	9,21
	17,9

	1990
	8,61
	18,6

	1991
	7,9
	18,2

	1992
	7,8
	16,7

	1993
	6,45
	20

	1994
	7,61
	19

	1995
	8,45
	17,3

	1996
	6,89
	20,9

	1997
	6,76
	19,1

	1998
	7,9
	18,5

	1999
	9,35
	15,8

	2000
	8,45
	16,9

	2001
	8,46
	17,5

	2002
	8,82
	15,9

	2003
	7,2
	20,4

	2004
	8,45
	19,4

	2005
	8,55
	18,3

	2006
	8,78
	17,8

	2007
	9,64
	13

	2008
	9,18
	13,3

	2009
	9,19
	10,9

	2010
	9,76
	12,4

	2011
	8,46
	9,59

	2012
	9,36
	9,12


Варіант № 4

	Безлюдівка, роки
	температура середньо річна
	Річні опади, мм

	1969
	6,08
	523

	1970
	7,51
	645

	1971
	7,81
	520

	1972
	7,88
	525

	1973
	7,3
	688

	1974
	7,7
	458

	1975
	9
	400

	1976
	5,4
	620

	1977
	7,07
	720

	1978
	6,4
	745

	1979
	7,65
	615

	1980
	6,13
	579

	1981
	8,91
	658

	1982
	7,28
	515

	1983
	8,72
	432

	1984
	7,3
	430

	1985
	6,05
	557

	1986
	7,12
	516

	1987
	5
	513

	1988
	7,05
	692

	1989
	9,21
	612

	1990
	8,61
	550

	1991
	7,9
	475

	1992
	7,8
	562

	1993
	6,45
	540

	1994
	7,61
	421

	1995
	8,45
	422

	1996
	6,89
	563

	1997
	6,76
	692

	1998
	7,9
	484

	1999
	9,35
	488

	2000
	8,45
	513

	2001
	8,46
	640

	2002
	8,82
	515

	2003
	7,2
	630

	2004
	8,45
	695

	2005
	8,55
	632

	2006
	8,78
	448,5

	2007
	9,64
	536,5

	2008
	9,18
	440,2

	2009
	9,19
	551,9

	2010
	9,76
	594

	2011
	8,46
	494

	2012
	9,36
	491,4


Варіант № 5

	Пересечне, роки
	температура середньо річна
	модуль стоку, млн.м3

	1969
	6,08
	80

	1970
	7,51
	110

	1971
	7,81
	90

	1972
	7,88
	40

	1973
	7,3
	80

	1974
	7,7
	100

	1975
	9
	34

	1976
	5,4
	510

	1977
	7,07
	130

	1978
	6,4
	130

	1979
	7,65
	150

	1980
	6,13
	170

	1981
	8,91
	200

	1982
	7,28
	125

	1983
	8,72
	101

	1984
	7,3
	122

	1985
	6,05
	144

	1986
	7,12
	99,4

	1987
	5
	108

	1988
	7,05
	121

	1989
	9,21
	69,4

	1990
	8,61
	21

	1991
	7,9
	64,7

	1992
	7,8
	39,2

	1993
	6,45
	57,1

	1994
	7,61
	61,5

	1995
	8,45
	69,1

	1996
	6,89
	90,1

	1997
	6,76
	74,7

	1998
	7,9
	62,5

	1999
	9,35
	64,7

	2000
	8,45
	59,4

	2001
	8,46
	58,3

	2002
	8,82
	59,3

	2003
	7,2
	85,2

	2004
	8,45
	87

	2005
	8,55
	80,4

	2006
	8,78
	82

	2007
	9,64
	47

	2008
	9,18
	54,7

	2009
	9,19
	41,6

	2010
	9,76
	70,3

	2011
	8,46
	42,9

	2012
	9,36
	38,9


Варіант № 6

	Пересечне, роки
	температура середньо річна
	середній рівень

	1969
	6,08
	151

	1970
	7,51
	176

	1971
	7,81
	135

	1972
	7,88
	119

	1973
	7,3
	163

	1974
	7,7
	165

	1975
	9
	113

	1976
	5,4
	138

	1977
	7,07
	178

	1978
	6,4
	200

	1979
	7,65
	197

	1980
	6,13
	203

	1981
	8,91
	205

	1982
	7,28
	204

	1983
	8,72
	182

	1984
	7,3
	169

	1985
	6,05
	177

	1986
	7,12
	181

	1987
	5
	187

	1988
	7,05
	168

	1989
	9,21
	182

	1990
	8,61
	184

	1991
	7,9
	164

	1992
	7,8
	151

	1993
	6,45
	162

	1994
	7,61
	155

	1995
	8,45
	166

	1996
	6,89
	178

	1997
	6,76
	182

	1998
	7,9
	162

	1999
	9,35
	159

	2000
	8,45
	167

	2001
	8,46
	159

	2002
	8,82
	151

	2003
	7,2
	162

	2004
	8,45
	183

	2005
	8,55
	179

	2006
	8,78
	175

	2007
	9,64
	156

	2008
	9,18
	151

	2009
	9,19
	185

	2010
	9,76
	162

	2011
	8,46
	145

	2012
	9,36
	144


Варіант № 7

	Пересечне, роки
	температура середньо річна
	витрата середньо річна  

	1969
	6,08
	2,42

	1970
	7,51
	3,51

	1971
	7,81
	2,89

	1972
	7,88
	1,17

	1973
	7,3
	2,5

	1974
	7,7
	3,29

	1975
	9
	1,07

	1976
	5,4
	1,63

	1977
	7,07
	4,2

	1978
	6,4
	4,27

	1979
	7,65
	4,78

	1980
	6,13
	4,18

	1981
	8,91
	6,34

	1982
	7,28
	3,97

	1983
	8,72
	3,2

	1984
	7,3
	4,03

	1985
	6,05
	4,55

	1986
	7,12
	3,15

	1987
	5
	3,41

	1988
	7,05
	3,84

	1989
	9,21
	2,2

	1990
	8,61
	2,25

	1991
	7,9
	2,05

	1992
	7,8
	1,24

	1993
	6,45
	1,81

	1994
	7,61
	1,95

	1995
	8,45
	2,19

	1996
	6,89
	2,85

	1997
	6,76
	2,37

	1998
	7,9
	2,14

	1999
	9,35
	2,05

	2000
	8,45
	1,88

	2001
	8,46
	1,85

	2002
	8,82
	1,88

	2003
	7,2
	2,7

	2004
	8,45
	2,75

	2005
	8,55
	2,55

	2006
	8,78
	2,6

	2007
	9,64
	1,49

	2008
	9,18
	1,73

	2009
	9,19
	1,32

	2010
	9,76
	2,23

	2011
	8,46
	1,36

	2012
	9,36
	1,23


Варіант № 8

	Пересечне, роки
	температура середньо річна
	Річні опади, мм

	1969
	6,08
	640

	1970
	7,51
	645

	1971
	7,81
	520

	1972
	7,88
	525

	1973
	7,3
	688

	1974
	7,7
	458

	1975
	9
	400

	1976
	5,4
	620

	1977
	7,07
	720

	1978
	6,4
	745

	1979
	7,65
	615

	1980
	6,13
	579

	1981
	8,91
	658

	1982
	7,28
	515

	1983
	8,72
	432

	1984
	7,3
	430

	1985
	6,05
	557

	1986
	7,12
	516

	1987
	5
	513

	1988
	7,05
	692

	1989
	9,21
	612

	1990
	8,61
	550

	1991
	7,9
	475

	1992
	7,8
	562

	1993
	6,45
	540

	1994
	7,61
	421

	1995
	8,45
	422

	1996
	6,89
	563

	1997
	6,76
	692

	1998
	7,9
	484

	1999
	9,35
	488

	2000
	8,45
	513

	2001
	8,46
	640

	2002
	8,82
	515

	2003
	7,2
	630

	2004
	8,45
	695

	2005
	8,55
	632

	2006
	8,78
	448,5

	2007
	9,64
	536,5

	2008
	9,18
	440,2

	2009
	9,19
	551,9

	2010
	9,76
	594

	2011
	8,46
	494

	2012
	9,36
	491,4


Варіант № 9

	Пересечне, роки
	температура середньо річна
	мінімальна витрата в літню межень

	1981
	8,91
	0,49

	1982
	7,28
	1,03

	1983
	8,72
	0,66

	1984
	7,3
	1

	1985
	6,05
	1

	1986
	7,12
	0,17

	1987
	5
	0,9

	1988
	7,05
	1,02

	1989
	9,21
	0,6

	1990
	8,61
	0,37

	1991
	7,9
	0,31

	1992
	7,8
	0,078

	1993
	6,45
	0,26

	1994
	7,61
	0,058

	1995
	8,45
	0,668

	1996
	6,89
	0,14

	1997
	6,76
	0,41

	1998
	7,9
	0,18

	1999
	9,35
	0,36

	2000
	8,45
	0,32

	2001
	8,46
	0,51

	2002
	8,82
	0,18

	2003
	7,2
	0,82

	2004
	8,45
	1,5

	2005
	8,55
	0,35

	2006
	8,78
	0,35

	2007
	9,64
	0,12

	2008
	9,18
	0,1

	2009
	9,19
	0,13

	2010
	9,76
	0,12

	2011
	8,46
	0,13

	2012
	9,36
	0,086


Варіант № 10

	Безлюдівка, роки
	Річні опади, мм
	модуль стока млн. м3

	1969
	523
	500

	1970
	645
	590

	1971
	520
	510

	1972
	525
	340

	1973
	688
	500

	1974
	458
	510

	1975
	400
	390

	1976
	620
	470

	1977
	720
	630

	1978
	745
	710

	1979
	615
	790

	1980
	579
	840

	1981
	658
	1190

	1982
	515
	751

	1983
	432
	618

	1984
	430
	569

	1985
	557
	647

	1986
	516
	590

	1987
	513
	653

	1988
	692
	670

	1989
	612
	585

	1990
	550
	574

	1991
	475
	574

	1992
	562
	528

	1993
	540
	631

	1994
	421
	599

	1995
	422
	546

	1996
	563
	642

	1997
	692
	602

	1998
	484
	583

	1999
	488
	498

	2000
	513
	534

	2001
	640
	552

	2002
	515
	501

	2003
	630
	643

	2004
	695
	613

	2005
	632
	577

	2006
	448,5
	561

	2007
	536,5
	410

	2008
	440,2
	421

	2009
	551,9
	344

	2010
	594
	391

	2011
	494
	302

	2012
	491,4
	288


Варіант № 11

	Пересечне, роки
	модуль стоку, млн.м3
	Річні опади, мм

	1969
	80
	640

	1970
	110
	645

	1971
	90
	520

	1972
	40
	525

	1973
	80
	688

	1974
	100
	458

	1975
	34
	400

	1976
	510
	620

	1977
	130
	720

	1978
	130
	745

	1979
	150
	615

	1980
	170
	579

	1981
	200
	658

	1982
	125
	515

	1983
	101
	432

	1984
	122
	430

	1985
	144
	557

	1986
	99,4
	516

	1987
	108
	513

	1988
	121
	692

	1989
	69,4
	612

	1990
	21
	550

	1991
	64,7
	475

	1992
	39,2
	562

	1993
	57,1
	540

	1994
	61,5
	421

	1995
	69,1
	422

	1996
	90,1
	563

	1997
	74,7
	692

	1998
	62,5
	484

	1999
	64,7
	488

	2000
	59,4
	513

	2001
	58,3
	640

	2002
	59,3
	515

	2003
	85,2
	630

	2004
	87
	695

	2005
	80,4
	632

	2006
	82
	448,5

	2007
	47
	536,5

	2008
	54,7
	440,2

	2009
	41,6
	551,9

	2010
	70,3
	594

	2011
	42,9
	494

	2012
	38,9
	491,4


Завдання на самопідготовку: 
1. Підготувати самостійно тему та представити реферати «Методи визначення функції регресії.» .
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