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В С Т У П 
 

Навчальний посібник призначений для підготовки студентів, які навча-

ються за контрактом за спеціальністю “Радіоелектронні пристрої, системи та 

комплекси”, і відповідає навчальній програмі з дисципліни “Основи теорії 

кіл”. 

Друга частина навчального посібника “Аналіз лінійних та нелінійних кіл 

в перехідному та усталеному режимі” охоплює матеріал останніх шести тем 

навчальної дисципліни, що вивчаються в третьому семестрі. 

В цій частині посібника викладено основи аналізу лінійних кіл першого і 

другого порядку як класичним, так і операторним методом, розглянуто ос-

новні властивості нелінійних і параметричних кіл, а також базові положення 

теорії чотириполюсників та частотних фільтрів. Також дається поняття про 

кола із розподіленими параметрами і аналізуються їх властивості на основі 

використання положень теорії кіл. При цьому основна увага приділяється 

аналізу режимів роботи та особливостям практичного застосування найбільш 

використовуваного на практиці виду цих кіл – довгих ліній. 

Для кращого засвоєння матеріалу посібника та глибшого розуміння 

фізичного смислу явищ, що протікають у колах, доцільно використовувати 

збірники задач  1411  та керівництво до лабораторних робіт  15 . 
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Р о з д і л 1 

ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ В ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ 

1.1. Класичний метод аналізу перехідних процесів 

1.1.1. Поняття про перехідний процес 

Перехідним процесом в електричному колі називають електромагнітний 

процес, який відбувається в ньому при переході від одного усталеного стану 

(режиму роботи) до іншого.  

Усталений режим роботи кола залежить від топології його схеми та па-

раметрів елементів останньої. Якщо в цьому режимі коло живиться від дже-

рела постійної ЕРС або від джерела постійного струму, то напруги та струми 

на всіх ділянках кола постійні і не залежать від часу. Якщо ж живлення здійс-

нюється від джерел періодичних ЕРС або струмів, то стуми та напруги мають 

теж такий характер. 

В разі включення або виключення джерел енергії, раптових змін параме-

трів елементів та топології  кола, стрибкоподібного змінення величин ЕРС та 

струмів джерел, що називаються комутаціями, настає неусталений режим ро-

боти, коли електричне коло переходить від одного усталеного стану до іншо-

го. В цьому режимі струми та напруги на ділянках кола не можуть бути ні по-

стійними, ні періодичними функціями часу, тому він і має назву неусталено-

го. 

Неусталені режими, що частіше називаються перехідними процесами, 

можуть виникати лише в колах з реактивними елементами, тобто в інерцій-

них колах, які можуть накопичувати енергію. Перехідні процеси завжди роз-

починаються в момент комутації. 

При розрахунках електричних кіл в неусталених режимах вважають, що 

комутації відбуваються миттєво,  а  відлік часу  ведуть від  моменту комутації  

(t = 0). При цьому момент часу безпосередньо перед комутацією позначають 

(t = 0–), а одразу після комутації – (t = 0+). 

Фізично перехідний процес обумовлений тим, що кожному усталеному 

режиму роботи відповідає конкретний запас енергії в колі, який в разі кому-

тації миттєво, тобто стрибкоподібно, змінитися не може. Якщо допустити, що 

при комутації енергія в колі змінюється миттєво, то це означає, що потуж-

ність джерела  dtdwp    є нескінченно великою. Однак такі джерела енергії 

не можна реалізувати фізично. 
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Теоретично перехідні процеси мають нескінченно велику тривалість, од-

нак реально значення напруг та струмів у колі дуже швидко стають близьки-

ми до усталених. Перехідні процеси можуть бути корисними, якщо їх викори-

стовують для отримання сигналів спеціальної форми, і шкідливими, якщо 

спотворення форми сигналів недопустимі. 

1.1.2. Закони комутації електричних кіл 

При аналізі кіл із зосередженими параметрами вважають, що енергія ма-

гнітного поля пов’язана лише з котушками індуктивності, а енергія електрич-

ного поля – лише з конденсаторами. 

Миттєве значення енергії, що накопичена в колі, визначається сумою 

миттєвих значень енергій, які накопичені окремими елементами кола 

 
 


n

1k

m

1k

2
kk

2
kk

2

uC

2

iL
)t(w , 

де  n  та  m – кількість котушок індуктивності і конденсаторів у колі. 

Оскільки миттєве змінювання енергії магнітного поля неможливе, то  

неможливе і стрибкоподібне змінювання струмів у вітках з індуктивностями. 

Це означає, що струм  індуктивності безпосередньо після комутації має таку 

саму величину, як і безпосередньо перед комутацією – 

)0(i)0(i
kLkL   .                                           (1.1) 

Співвідношення (1.1) відображає сутність першого закону комутації: в 

початковий момент часу після комутації струм через індуктивність зберігає 

таке саме значення, як і безпосередньо перед комутацією, а потім плавно змі-

нюється, починаючи з цього значення. 

Так само неможливим є миттєве змінювання і енергії електричного поля, 

тому не може бути стрибкоподібного змінювання напруги на ємності: 

)0(u)0(u
kCkC   .                                       (1.2) 

Співвідношення (1.2) відображає сутність другого закону комутації: в 

початковий момент часу після комутації напруга на ємності зберігає таке саме 

значення, як і безпосередньо перед комутацією, а потім плавно змінюється, 

починаючи з цього значення. 

Слід зазначити, що напруги на індуктивностях та струми через ємності 

можуть змінюватися і стрибкоподібно, оскільки змінювання цих електричних 

величин не впливає на величину енергії, що накопичена в колі. 

Оскільки накопичена в колі енергія визначається сумарним зарядом усіх 

конденсаторів та потокозчепленнями всіх котушок індуктивності, то сумар-
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ний заряд та сумарне потокозчеплення кола, так само, як і енергія, є безпере-

рвними функціями часу. 

Таким чином, сумарне потокозчеплення та сумарний заряд кола безпосе-

редньо після комутації дорівнюють сумарному потокозчепленню та сумарно-

му заряду безпосередньо перед комутацією – 

      
   

 
n

1i

n

1i

m

1i

m

1i
iiii 0q0q,)0()0(  .                (1.3) 

Цей принцип, відомий під назвою принципу безперервності в часі сума-

рного потокозчеплення та сумарного заряду кола, має більш загальний харак-

тер, ніж закони комутації, які з нього витікають. Він може успішно викорис-

товуватись для аналізу кіл в тих випадках, коли застосування надмірно спро-

щених моделей елементів кіл та зовнішніх збуджень призводить до порушен-

ня передумов, що використовуються при формулюванні законів комутації, і 

як наслідок – до порушення самих законів. 

Вивчення та розрахунок струмів і напруг в неусталених режимах є важ-

ливою інженерною задачею при аналізі електричних кіл. Розрахувати коло в 

перехідному режимі означає знайти залежності струмів, напруг або інших 

змінних величин від часу, який пройшов від моменту комутації до моменту 

спостереження. Звичайно момент комутації приймають за початок відліку ча-

су. 

В залежності від енергетичного стану електричного кола перед момен-

том комутації розрізняють два види задач аналізу перехідних процесів. 

Якщо безпосередньо перед комутацією (t = 0–) коло не мало запасу енер-

гії, тобто струми  в індуктивностях та напруги на ємностях дорівнювали ну-

лю, то розрахунок такого кола є задачею з нульовими початковими умовами: 

0)0(u)0(u;0)0(i)0(i
kCkCkLkL   .                (1.4) 

Очевидно, що при нульових початкових умовах безпосередньо після ко-

мутації  (  0t ) індуктивність еквівалентна розриву кола, а ємність – корот-

кому замиканню в тому місці, де вони включені. 

Якщо ж безпосередньо перед комутацією електричне коло має деякий 

запас енергії, то визначення струмів та напруг у перехідному режимі являє 

собою задачу з ненульовими початковими умовами: 

0)0(u)0(u;0)0(i)0(i
kCkCkLkL   .             (1.5) 

При ненульових початкових умовах в момент часу безпосередньо після 

комутації індуктивність еквівалентна джерелу струму зі струмом  )0(iL  , а 

ємність еквівалентна джерелу ЕРС, напруга якого дорівнює  )0(uC  . 
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Як приклад на рис. 1.1   наведені   схеми   електричних   кіл  з  нульовими  

(рис. 1.1, а) та ненульовими (рис. 1.1, б) початковими умовами. В першій з 

цих схем в момент часу  t = 0–  джерело енергії від кола відключене, а це 

означає, що в момент часу  t = 0+  напруга на ємності  uC(0+) = uC(0–) = 0 і  по-

чаткові умови є нульовими. В іншій же схемі до моменту комутації обидва 

реактивні елементи підключені до джерела енергії і можуть мати деякий запас 

енергії. Тобто в цьому випадку початкові умови в колі є ненульовими. 
 

1.1.3. Диференціальні рівняння електричних кіл 

Методика складання диференціального рівняння кола 

Аналіз перехідних процесів у електричних колах часто проводять за до-

помогою так званого класичного методу. Одним з перших етапів такого ана-

лізу є складання рівнянь електричної рівноваги для миттєвих значень струмів 

та напруг. Щоб скласти таку систему рівнянь, необхідно скористатись одним 

з типових методів аналізу кіл та співвідношеннями зв’язку між миттєвими 

струмами і напругами в пасивних елементах кола: 
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                (1.6) 

Далі в одержаній системі рівнянь електричної рівноваги вибирають ос-

новну електричну змінну величину, виключають з цієї системи інші змінні 

величини і отримують єдине рівняння, що містить лише основну змінну вели-

чинe. У загальному випадку для лінійних електричних кіл це рівняння є інте-

гро-диференціальним. Шляхом повторного диференціювання можна одержа-

ти лінійне неоднорідне диференціальне рівняння з постійними коефіцієнтами, 

а) 

u(t

) 
u(t

) 

   б) 

C  R2 

 R1 
 C R2 

R1 
L 

Рис. 1.1. Схеми електричних кіл з нульовими (а) та ненульовими (б) 

 початковими умовами перехідних режимів 
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яке має такий загальний вигляд: 
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або в компактному записі – 
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m
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dt

)t(sd
b

dt

)t(xd
a                     (1.7) 

де ak , bk – постійні коефіцієнти, що визначаються топологією кола та параме-

трами його елементів;  x(t) – шукана електрична величина, або реакція кола; 

s(t) – вхідна електрична величина, або збудження кола. 

Порядок найвищої похідної диференціального рівняння визначає поря-

док кола і залежить від кількості енергетично незалежних пасивних елемен-

тів-накопичувачів у колі. 

В усталеному режимі розв’язування рівняння (1.7) не потребує ніяких 

додаткових відомостей про стан кола. Якщо ж реакцію кола шукають в пере-

хідному режимі, то необхідно враховувати розглянуті раніше початкові умо-

ви. 

Початкові умови у вигляді струмів індуктивностей та напруг ємностей в 

момент часу  0t (безпосередньо після комутації) називають незалежними. 

Щоб знайти розв’язок рівняння (1.7) в перехідному режимі, треба на основі 

незалежних початкових умов (1.4) або (1.5) знайти залежні початкові умови у 

вигляді значень шуканої функції  )t(x   та її  )1n(  -ї  похідної для моменту 

часу, що відповідає початку перехідного процесу. Тобто залежні початкові 

умови мають вигляд 

.
dt

)0(xd
...,,

dt

)0(xd
,

dt

)0(dx
),0(x

1n

1n

2

2







                      (1.8) 

Загальна кількість залежних початкових умов повинна дорівнювати по-

рядку диференціального рівняння кола. 

 

Приклади складання диференціальних рівнянь кіл 

Для ілюстрації викладеного запишемо диференціальні рівняння для од-

ноконтурного (рис. 1.2, а) та багатоконтурного (рис. 1.2, б) кіл, що мають ну-

льові початкові умови. 
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При складанні диференціального рівняння одноконтурного кола скорис-

таємося другим законом Кірхгофа. Тоді для миттєвих напруг матимемо рів-

няння 

uuuu CLR  . 

Якщо скористатись рівняннями зв’язку між миттєвими напругами та 

струмами елементів кола (1.6), то отримаємо 

 

t

0

uidt
C

1

dt

di
LRi .                                    (1.9) 

Продиференціюємо (1.9) і одержимо диференціальне рівняння кола від-

носно струму  i(t), яке в канонічній формі запишеться 
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                                (1.10) 

Тепер послідовно скористаємось рівняннями зв’язку між миттєвими 

струмами і напругами в ємності та індуктивності і отримаємо 
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                         (1.11) 

Порівняння диференціальних рівнянь (1.10) та (1.11) показує, що всі во-

ни мають однакову структуру лівих частин. Це означає, що ні порядок рів-

няння, ні його коефіцієнти в лівій частині не залежать від того, для якої зі 

змінних електричних величин воно складене. При переході від однієї змінної 

величини до іншої змінюється лише права частина рівняння, до якої входять 

зовнішнє збудження  u(t) та його похідні з деякими коефіцієнтами. Причому  

найвищий порядок похідних правої частини рівняння ніколи не може пере-

вищувати порядку похідних лівої частини. 

а) б) 

i3(t
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 L 
u(t
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 R 

i(t) 

 L 
u(t

) 

C  

R2 

 R1 

i2(t

) 

i1(t) 

Рис. 1.2. Схеми одноконтурного (а) та багатоконтурного (б) кіл 
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У разі багатоконтурного кола (рис. 1.2, б) спочатку складають систему 

рівнянь електричної рівноваги за законами Кірхгофа, число яких дорівнює 

числу віток кола, якщо струми цих віток невідомі. 

Диференціальне рівняння кола запишемо відносно струму i3(t), тому кон-

тури для складання рівнянь за другим законом Кірхгофа в схемі виберемо так, 

щоб значення цього струму входило у рівняння якомога більше разів. 

В цьому випадку система рівнянь для схеми на рис. 1.2, б матиме такий 

вигляд: 
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                           (1.12) 

Продиференціюємо останнє рівняння системи (1.12) та знайдемо з нього 

струм i2 – 
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2                                    (1.13) 

Далі підставимо в друге рівняння системи (1.12) спочатку перше рівнян-

ня цієї системи, а потім (1.13) і відповідно одержимо 
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1               (1.14) 

Якщо поділити ліву та праву частини рівняння (1.14) на  1LCR , то отри-

маємо диференціальне рівняння кола в канонічній формі – 
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              (1.15) 

Як і для першого кола маємо диференціальне рівняння другого порядку, 

оскільки обидва кола мають у своєму складі по два енергонезалежні пасивні 

елементи-накопичувачі. 

Діючи аналогічно, можна для кола на рис. 1.2, б одержати диференціаль-

ні рівняння відносно будь-яких інших значень струму або напруги. Зазначи-
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мо, що диференціальні рівняння багатоконтурних кіл мають такі самі власти-

вості як і розглянуті раніше рівняння одноконтурних кіл. 

1.1.4. Зв’язок диференціального рівняння з комплексною частотною 

характеристикою кола 

Визначення диференціального рівняння кола за допомогою КЧХ 

Незалежно  від  початкових  умов  диференціальне рівняння післякомута- 

ційного кола можна одержати, не складаючи рівнянь за законами Кірхгофа. 

Для цього достатньо визначити  КЧХ кола у відповідності з виразом 

,
)t(s

)t(x
)j(K                                                (1.16) 

де  )t(s  – миттєвий комплекс зовнішнього збудження, що діє на коло;  

     )t(x  – миттєвий комплекс реакції кола. 

Для визначення зв’язку між КЧХ та диференціальним рівнянням елект-

ричного кола скористаємося загальною формою запису цього рівняння (1.7). 

Нехай зовнішнє збудження s(t) є гармонічним, тоді його миттєвий ком-

плекс дорівнює 

.eS)t(s tj
m

                                               (1.17) 

Оскільки кола, що аналізуються, є лінійними, то їх реакція в усталеному 

режимі є також гармонічною і змінюється з тою ж частотою, але має іншу 

комплексну амплітуду –  

.eX)t(x tj
m

                                            (1.18) 

Якщо підставити (1.17) та (1.18) у вираз (1.16), то для комплексної амп-

літуди реакції кола одержимо 

,)j(KSX mm                                            (1.19) 

а (1.18) матиме вигляд 

.e)j(KS)t(x tj
m

                                      (1.20) 

Підстановка миттєвих комплексів  )t(x   та  )t(s  у рівняння (1.7) дає то-

тожність 

.)j(beS)j(aeS)j(K k
n

0k

m

0k

k
tj

m
k

k
tj

m   
 

           (1.21) 
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Якщо ліву та праву частини рівняння (1.21) скоротити на величину 
tj

meS  , то для КЧХ лінійного кола одержимо 

.
a)j(a...)j(a)j(a

b)j(b...)j(b)j(b
)j(K

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m










        (1.22) 

Співставляючи одержане співвідношення з диференціальним рівнянням 

(1.7), можна побачити, що в цих виразах коефіцієнти  kk b,a   однакові, )j(   – 

символ першої похідної, k)j(   – символ  k-ї похідної. Добуток k
k )j(a   у 

виразі для КЧХ кола відповідає члену  
k

k

k
dt

)t(xd
a   диференціального рівняння, 

а 
k

k )j(b   –  члену 
k

k

k
dt

)t(sd
b  . 

Таким чином, за допомогою знаменника виразу (1.22), можна записати 

ліву частину, а за допомогою виразу чисельника цього співвідношення – пра-

ву частину  диференціального рівняння кола. 

Якщо в знаменнику (1.22) замінити уявну частоту  j  на комплексний 

оператор  p =  + j, то одержимо так званий характеристичний поліном лі-

нійного кола. Прирівнюючи останній до нуля, отримаємо  характеристичне 

рівняння кола – 

0apa...papa 01
1n

1n
n

n  
 .                         (1.23) 

Це рівняння дозволяє знайти загальний вигляд розв’язку диференціаль-

ного рівняння кола та визначити характер перехідного процесу. 

 

Приклад визначення диференціального рівняння кола на основі його КЧХ 

 

Інколи використання запису для КЧХ електричного кола значно спрощує 

знаходження диференціального рівняння. Так, наприклад, для схеми, що зо-

бражена на рис. 1.2, б, при необхідності  отримання диференціального рів-

няння відносно струму  3i (t)  можна записати КЧХ кола у вигляді передатної 

комплексної провідності 

.
U

I
)j(Y 3

31   

Для цього знайдемо відношення струмів 
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1CR)j(LC)j(
)RLj(1

RLj

1
Cj

I

I
2

2

2

2

3

1 





             (1.24) 

та вхідну напругу кола 

,R
)RLj(1Cj

1
I)j(ZIU 1

2

1вх1 










  

або інакше 

.R
1CR)j(LC)j(

LjR
IU 1

2
2

2
1 













                             (1.25) 

Знайдемо з (1.24) струм  1I  і підставимо вираз для нього в (1.25). Тоді 

для комплексної передатної провідності  )j(Y31    кола одержимо 

.
)RR()LCRR)(j(LCR)j(

1
)j(Y

21121
231


           (1.26) 

Користуючись співвідношенням (1.26), складемо диференціальне рів-

няння 

,ui)RR(
dt

di
)LCRR(

dt

id
LCR 321

3
122

3
2

1   

яке співпадає з рівнянням  (1.14), що було отримане за допомогою рівнянь Кі-

рхгофа для миттєвих напруг та струмів. 

Треба зазначити, що при аналізі кіл в частотній області можна визначити 

КЧХ кола за допомогою його диференціального рівняння. 

1.1.5. Розв’язання диференціального рівняння кола 

 

Розв’язання диференціального рівняння в загальному вигляді 

 

Відомо, що розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівнян-

ня кола (1.7) дорівнює сумі часткового розв’язку цього рівняння та загального 

розв’язку  однорідного   диференціального   рівняння,   яке   можна   отримати  

з (1.7) в разі нульового зовнішнього збудження (s(t) = 0): 

0a
dt

)t(dx
a...

dt

)t(xd
a

dt

)t(xd
a 011n

1n

1nn

n

n 




 .          (1.27) 
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Загальний розв’язок  однорідного диференціального рівняння (1.27) ха-

рактеризує так званий  вільний перехідний процес у колі, який відбувається в 

ньому після комутації при відсутності джерел енергії. Тобто характер вільно-

го перехідного процесу не залежить від того, який вигляд має зовнішнє збу-

дження, а визначається лише параметрами пасивних елементів та топологією 

кола після комутації. Вільні перехідні процеси в колах протікають за рахунок 

різниці енергій, що відповідають усталеним режимам роботи кіл до та після 

комутації. Оскільки ця різниця завжди має скінченне значення, вільні процеси 

в колах із втратами згасають з плином часу. 

Частковий розв’язок диференціального рівняння (1.7) визначається ви-

мушеним режимом роботи кола, тобто режимом, що створюється за рахунок 

діючих в колі незалежних джерел енергії. 

Отже, при використанні класичного методу аналізу перехідних процесів 

шукана реакція кола у вигляді струму або напруги якої-небудь вітки після 

комутації може бути розрахована як сума вільної  )t(xвіл   та вимушеної  

)t(xвим  складових – 

.)t(x)t(x)t(x вимвіл                                 (1.28) 

Оскільки вільна складова з плином часу згасає – 

 0)t(xlim віл
t




 , 

то вимушена складова реакції кола являє собою усталене значення струму або 

напруги для ділянки кола після комутації – 

)t(xlim)t(x
t

вим


 .                                   (1.29) 

Якщо після комутації струми всіх незалежних джерел струму та напруги 

залишаються незмінними за величиною, то в колі після комутації з плином 

часу встановлюється режим, при якому вимушена складова реакції кола являє 

собою постійний струм або напругу. 

Якщо після комутації коло знаходиться під впливом гармонічного збу-

дження, то вимушена складова реакції кола також буде гармонічною і для її 

визначення можна скористатись методом комплексних амплітуд. 

Якщо після комутації в колі діють декілька незалежних джерел гармоні-

чних коливань, то можна скористатись методом накладання. В цьому випадку 

вимушену складову реакції кола можна визначити як суму окремих складо-

вих, викликаних в усталеному режимі кожним із джерел окремо. 

Застосовуючи принцип накладання, можна знайти вимушену складову і 

тоді, коли зовнішнє збудження являє собою періодичну функцію складної 
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форми, яка задовольняє умовам Дирихле. В цьому випадку функцію s(t) розк-

ладають в ряд Фур’є, що являє собою суму гармонічних коливань з кратними 

частотами, і розв’язують задачу аналогічно до попереднього випадку. 

Незалежно від характеру зовнішнього збудження для визначення вільної 

складової реакції кола  необхідно  знайти  корені характеристичного  рівнян-

ня (1.23). Це рівняння може мати дійсні або комплексні корені. Причому всі 

корені характеристичного рівняння лінійного кола розташовуються в лівій 

напівплощині комплексної площини, включаючи й уявну вісь. 

Якщо корені характеристичного рівняння (1.23) прості та різні, то вільна 

складова його реакції має вигляд 





n

1k

tp
k

tp
n

tp
2

tp
1віл ,eAeA...eAeA)t(x kn21           (1.30) 

де  n21 p...,,p,p  – корені характеристичного рівняння; n21 A,...,A,A  – сталі 

інтегрування розв’язку диференціального рівняння кола. 

Повний розв’язок диференціального рівняння кола, що аналізується, в 

цьому випадку має вигляд 





n

1k

tp
kвим .eA)t(x)t(x k                                  (1.31) 

Якщо серед  n  коренів характеристичного рівняння є   коренів, кратних, 

наприклад, кореню 1p , то розв’язок диференціального рівняння матиме ви-

гляд  

.eAe)tA...tAA()t(x)t(x
n

1k

tp
k

tp1
21вим

k1 


 



            (1.32) 

Для того, щоб на основі розв’язку диференціального рівняння кола в за-

гальному вигляді записати розв’язок, що відповідає конкретним початковим 

умовам у колі, треба знайти сталі інтегрування у виразі (1.31) або (1.32). 

 

Визначення сталих інтегрування розв’язку  диференціального рівняння кола 

 

Щоб знайти сталі інтегрування в загальному розв’язку диференціального 

рівняння кола треба скористатись незалежними початковими умовами у ви-

гляді струмів індуктивностей та напруг на ємностях в момент часу безпосере-

дньо після комутації, тобто )0(i
kL   та  )0(u

kC  . На їх основі знаходять зале-
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жні початкові умови у вигляді значень шуканої реакції кола та (n – 1)-ї  похі-

дних цієї реакції в післякомутаційний момент часу (t = 0+). 

Для знаходження  n  постійних інтегрування треба мати таку ж кількість 

незалежних рівнянь. Щоб сформувати таку систему рівнянь, використовують 

загальний розв’язок диференціального рівняння та (n – 1)-у похідну від цього 

розв’язку, знайдені знову ж таки для моменту часу t = 0+ , тобто безпосеред-

ньо після комутації. При різних коренях характеристичного рівняння сформо-

вана таким чином система рівнянь має такий вигляд: 









































n

1k
k

1n
k1n

вим
1n

1n

1n

n

1k
kk

вим

n

1k
kвим

.Ap
dt

)t(xd

dt

dx

....................................................

;Ap
dt

)0(dx

dt

)0(dx

;A)0(x)0(x

                           (1.33) 

Розв’язуючи систему лінійних рівнянь (1.33), можна знайти постійні ін-

тегрування Ak , які визначаються конфігурацією схеми кола, параметрами її 

елементів та початковими умовами в колі. Після підстановки значень постій-

них інтегрування в загальний розв’язок (1.31) або (1.32) отримаємо конкрет-

ний розв’язок неоднорідного лінійного диференціального рівняння кола для 

заданих початкових умов. 

1.1.6. Загальна схема застосування класичного методу аналізу перехідних 

процесів 

Перерахуємо основні етапи класичного методу аналізу перехідних про-

цесів в лінійних колах із зосередженими параметрами. 

1. Аналіз кола до комутації. В результаті цього аналізу необхідно визна-

чити струми індуктивностей та напруги на ємностях в момент часу безпосе-

редньо перед комутацією (t = 0–). 

2. Визначення незалежних початкових умов. Незалежні початкові умови 

являють собою струми індуктивностей та напруги на ємностях в момент часу 

безпосередньо після комутації (t = 0+). Ці умови знаходять за допомогою за-

конів комутації. 

3. Знаходження характеристичного рівняння післякомутаційного кола 

або шляхом складання диференціального рівняння, або шляхом запису відпо-

відної КЧХ цього кола. 
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4. Аналіз усталеного режиму в колі після комутації ( t ). В результаті 

цього аналізу знаходять вимушену складову реакції кола, тобто частковий 

розв’язок його диференціального рівняння. 

5. Визначення вільної складової реакції кола. Для цього знаходять корені 

характеристичного рівняння і записують вільну складову в загальному вигля-

ді у відповідності зі співвідношеннями (1.31) або (1.32). 

6. Знаходження загального вигляду реакції або розв’язку неоднорідного 

диференціального рівняння кола в загальному вигляді шляхом підсумовуван-

ня вимушеної та вільної складових реакції цього кола на зовнішнє збудження. 

7. Визначення постійних інтегрування загального розв’язку диференціа-

льного рівняння кола, які знаходять за допомогою залежних початкових умов, 

що в свою чергу визначаються незалежними початковими умовами. 

8. Знаходження реакції кола, що відповідає заданим початковим умовам, 

шляхом підстановки постійних інтегрування в загальний розв’язок диферен-

ціального рівняння кола. 

1.2. Застосування класичного методу розв’язування диференціальних 

рівнянь для аналізу кіл першого порядку 

1.2.1. Аналіз перехідних процесів у колах першого порядку класичним 

методом 

Розглянемо приклади аналізу перехідних режимів у колах першого по-

рядку з нульовими та ненульовими початковими умовами. 

 

Аналіз кола з нульовими початковими умовами 

 

Нехай маємо коло першого порядку (рис. 1.3), до якого підключається 

джерело постійної напруги  U)t(u  . Знайдемо струм  i2(t)  в перехідному 

режимі, користуючись методикою, що викладена в під розділі 1.1.6. 

1. Аналізуючи коло на рис. 1.3 до 

моменту комутації, коли елемент комута-

ції S розімкнений, можна зробити висно-

вок, що до цього моменту джерело напру-

ги  U відключене і напруга на ємності від-

сутня, тобто 0)0(uC  . 

2. Щоб знайти незалежні початкові 

умови, треба скористатись другим зако-

u(t) 
i2(t

) 

C 
 R2 

 R1 

i3(t

) 

i1(t

) 

 S 

 

Рис. 1.3. Схема кола першого 

порядку з нульовими    поча-

тковими умовами 
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ном комутації. Оскільки згідно з цим законом )0(u)0(u
kk CC   , то в нашому 

випадку 0)0(uC  . 

3. Для одержання диференціального рівняння кола після комутації в 

ньому (коли елемент комутації S замкнений) складемо систему рівнянь елек-

тричної рівноваги кола за законами Кірхгофа. Контури виберемо таким чи-

ном, щоб шуканий струм  i2(t)  входив у рівняння якомога більшу кількість 

разів: 

.0iRu

;UiRiR

;iii

22C

2211

321







                                            (1.34) 

Позбудемося всіх змінних величин окрім шуканого струму  i2(t). Для 

цього підставимо перше рівняння системи (1.34) в друге і врахуємо, що 

.
dt

di
CR

dt

du
Ci 2

2
C

3   

Тоді одержимо 

UiRiRiR 223121   

і далі 

.Ui)RR(
dt

di
RCR 221

2
21   

Тобто в канонічному вигляді диференціальне рівняння має вигляд 

.
RCR

U
i

RCR

RR

dt

di

21
2

21

212 


                                (1.35) 

4. При аналізі кола в усталеному режимі врахуємо, що вимушена складо-

ва реакції кола дорівнюватиме 

i2 вим = 
t

lim  i2 , 

однак, якщо  t , то струм  0i3     і тому 

.
RR

U
ii

21
вим1вим2


                              (1.36) 

5. Вільна складова реакції кола у відповідності з (1.30) має вигляд 

.Aei pt
віл2   

Для знаходження значення кореня  p  складемо характеристичне рівнян-

ня кола на основі (1.35) – 
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  . 

Тоді  2121 RCR)RR(p  , а вільна складова струму  

.Aei
t

RCR

RR

віл2
21

21

                                       (1.37) 

6. Загальний вигляд реакції кола з урахуванням (1.36) та (1.37) запишеть-

ся 

.Ae
RR

U
i

t
RCR

RR

21
2

21

21




                             (1.38) 

7. Щоб  у виразі (1.38) знайти постійну інтегрування А, треба визначити 

залежні початкові умови у вигляді шуканої реакції i2(t) в момент часу t = 0+. 

Для цього скористаємось незалежними початковими умовами  )0)0(u( C   

та третім рівнянням системи (1.34). Тоді очевидно, що 0)0(i2  , а із загаль-

ного розв’язку (1.38) виходить, що  )RR(UA 21  . 

8. Остаточно для заданих по-

чаткових умов миттєвий струм i2(t) 

дорівнює 

   .e1
RR

U
i

t
RCR

RR

21
2

21

21

























  (1.39) 

На рис. 1.4 побудовані часові 

діаграми вхідної напруги  u(t), пе-

рехідного струму i2(t) і його складо-

вих i2вим та i2віл. Із діаграм видно, що 

в перший момент після комутації (t 

= 0+) струм  i2 = 0. Фізично це мож-

на пояснити тим, що в цей момент часу незаряджена ємність еквівалентна ко-

роткому замиканню і весь струм  i1(t)  проходить через ємнісну вітку кола. 

В усталеному режимі ємність повністю заряджена, постійний струм че-

рез неї не протікає, а це еквівалентно розриву кола. Тому в цьому випадку, як 

видно з рис. 1.4,  i2(t)  = i2 вим   і дорівнює струму  i1 вим   в нерозгалуженій час-

тині  кола  . 

 

      U 

  R1 + R2 

 t  

 t  

 U 

     -U 

 R1 + 

R2 

  0 

   

0 

i2віл , 
i2вим , 
i2  

 u 

 i2вим  

 i2  

 i2віл  

Рис. 1.4. Перехідний процес в колі 

з нульовими початковими умовами 
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Аналіз кола з ненульовими початковими умовами 

 

Нехай маємо коло (рис. 1.5), де енергомісткий елемент – індуктивність L 

має деякий початковий запас енергії. Згідно з 1.1.6 знайдемо закон змінюван-

ня миттєвого струму i3(t) після комутації, якщо на вході кола діє джерело пос-

тійної напруги U, а всі активні опори  RRRR 321  однакові:      

1. До комутації кола маємо 

.R2U)0(i)0(i 2L    

2. Незалежні початкові умови в колі дорівнюють 

.R2U)0(i)0(i)0(i L2L    

3. Система рівнянь Кірхгофа для післяко-

мутаційного кола має такий вигляд: 

.0
dt

di
LRiRi

;URiRi

;iii

2
23

31

321







           (1.40) 

З першого рівняння системи (1.40) знайде-

мо  i2 , а з другого –  i1: 

.iRUi;iii 31312                                     (1.41) 

Після підстановки другого рівняння системи (1.41) в перше, а потім ре-

зультату в третє рівняння системи (1.40) одержимо шукане диференціальне 

рівняння кола відносно струму i3(t) – 

.
L2

U
i

L2

R3

dt

di
3

3                                             (1.42) 

4. Оскільки в усталеному режимі інду-

ктивність в колі постійного струму еквіва-

лентна короткому замиканню ділянки кола 

між її виводами, то для вимушеної складо-

вої струму  i3(t)  можна знайти співвідно-

шення, аналізуючи еквівалентне коло, яке 

зображене на рис. 1.6. Однак набагато про-

стіше вимушену складову можна знайти за 

допомогою диференціального рівняння 

i3 

 

R2 

 R3 

 R1 

 L 

u 

i2 

i1 

Рис. 1.5. Коло першого порядку 
з ненульовими початковими         

умовами 

S 

i3 u 

Рис. 1.6. Еквівалентна схема аналі-

зованого кола в усталеному режимі 

R  R 

 R i

2 

i1 
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(1.42), якщо врахувати, що в усталеному режимі  (тобто при t )  

0dtdi3  . Тоді отримаємо 

.R3Ui вим3                                            (1.43) 

5. Характеристичне рівняння кола на основі (1.42) запишеться 

,0L2R3p   

а його корінь  .L2R3p   Тоді вільна складова реакції кола дорівнюватиме 

.Aei
t

L2

R3

віл3



                                          (1.44) 

6. Загальна формула для реакції кола з врахуванням (1.43) та (1.44) за-

пишеться 

.Ae
R3

U
iii

t
L2

R3

віл3вим33



                         (1.45) 

7. Для знаходження постійної інтегрування  А  треба знати залежні поча-

ткові умови, що являють собою значення струму  i3(0+). Щоб його знайти, 

скористаємося першими двома рівняннями системи (1.40), записаними для 

моменту часу  t = 0+ : 

,UR)0(iR)0(i

;)0(i)0(i)0(i

31

321








                                (1.46) 

та незалежними початковими умовами 

.
R2

U
)0(i)0(i 2L                                     (1.47) 

Якщо розв’язати (1.46) відносно  i3(0+) і 

врахувати при цьому (1.47), то отримаємо  

R4U)0(i3  . 

Постійну інтегрування знайдемо з рів-

няння (1.45), записаного для моменту часу  t 

= 0+ : 

.
R12

U
A;A

R3

U
)0(i3   

8. Шуканий струм  i3(t)  дорівнює 

.e
R12

U

R3

U
i

t
L2

R3

3



  

 t  

 t  

 U 

   U 

  3R 

u(t) 

 i3вим  

 i3  

 i3віл  

Рис. 1.7. Перехідні процеси в RL-колі з 

ненульовими початковими умовами 

   -U 

  12R 

i(t) 
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На рис. 1.7 наведені часові діаграми прикладеної до кола постійної на-

пруги U, а також струму  )t(i3  і його складових  i3вим  та  i3віл . 

1.2.2. Спрощена методика застосування класичного методуаналізу 

перехідних процесів 

Розрахунок перехідних процесів в колах першого порядку можна здійс-

нити і спрощеним методом, який не потребує складання диференціального 

рівняння або знаходження комплексної частотної характеристики кола. Для 

цього використовують безпосередньо загальний розв’язок неоднорідного лі-

нійного диференціального рівняння 

,Ae)t(x)t(x pt
вим                                        (1.48) 

в якому невідомі величини  xвим(t), A та  p  визначаються на основі законів 

комутації та аналізу фізичних явищ у колі. 

Відомо, що у випадку, коли зовнішня дія на коло є постійною величиною 

або періодичною функцією часу, вимушена складова реакції кола визначаєть-

ся як відгук кола на зовнішнє збудження в  усталеному режимі. При цьому в 

колах постійного струму, коли t , ємність еквівалентна розриву кола, а 

індуктивність – короткому замиканню між точками, до яких підключені ці 

елементи. 

При будь-якому характері зовнішньої дії ємність, яка в момент часу без-

посередньо перед комутацією (t = 0–) не мала запасу енергії, в момент часу 

безпосередньо після комутації (t = 0+) еквівалентна короткозамкненому про-

віднику. Індуктивність при аналогічних умовах еквівалентна розриву кола в 

місці її включення. 

Якщо ж незалежні початкові умови в колі ненульові ( 0)0(u
kC    та  

0)0(i
kL  ), то в момент часу безпосередньо після комутації ємність еквіва-

лентна ідеалізованому джерелу ЕРС з напругою  ,)0(u
kC   а індуктивність – 

ідеалізованому джерелу струму, яке генерує струм  .)0(i
kL   

Після цих попередніх зауважень визначимо загальний вигляд реакції ко-

ла для двох типових зовнішніх збуджень: постійних та гармонічних напруг і 

струмів. 

1. Якщо зовнішнє збудження кола  s(t)  являє собою постійні напругу або 

струм, то  
t

lim  xвіл(t) = 0  і згідно з (1.28) 

  .const)(x)t(xtxlim вим
t




                              (1.49) 
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В цьому випадку розв’язок диференціального рівняння кола має вигляд 

.Ae)(x)t(x pt                                          (1.50) 

Щоб знайти постійну інтегрування  А, як і раніше, скористаємося неза-

лежними початковими умовами. Для цього запишемо рівняння (1.50) для мо-

менту часу  t = 0+ , а саме 

,A)(x)0(x   

звідки маємо 

.)(x)0(xA                                           (1.51) 

Розв’язок диференціального рівняння матиме вигляд 

  .e)(x)0(x)(x)t(x pt                            (1.52) 

Таким чином, якщо в колі першого порядку діють лише джерела постій-

ної напруги та струму, то співвідношення для перехідного процесу в будь-

якому з елементів можна отримати на основі виразу (1.52). Для цього необ-

хідно попередньо визначити початкове  x(0+)  та усталене  )(x    значення 

шуканої реакції кола, а також корінь  p  його характеристичного рівняння. 

2. Тепер визначимо загальний вигляд реакції кола при дії на нього гар-

монічного збудження 

,)tsin(S)t(s m   

де   – початкова фаза гармонічного коливання в момент комутації  (t = 0+) . 

Амплітуду та початкову фазу вимушеної складової  xвим(t)  реакції кола  

x(t) в цьому випадку можна знайти методом комплексних амплітуд. Для цього 

спочатку знаходимо комплексну амплітуду вхідного гармонічного збудження 

mS , потім відповідну комплексну частотну характеристику кола  K(j)  і на-

решті – комплексну амплітуду реакції кола 

.e)(KS)j(KSX ))((j
mmm

                     (1.53) 

В результаті для миттєвого значення вимушеної складової реакції кола 

одержимо 

.))(tsin()(KS)t(x mвим                     (1.54) 

Щоб знайти постійну інтегрування загального розв’язку (1.48), запишемо 

вираз останнього для моменту часу  t = 0+ , а саме 

.A)0(x)0(x вим    

Тоді 
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.)0(x)0(xA вим                                       (1.55) 

Тобто у випадку гармонічного характеру зовнішнього збудження шука-

ний розв’язок диференціального рівняння кола має вигляд 

  ,e)0(x)0(x)t(x)t(x pt
вимвим                      (1.56) 

де  xвим(t)  визначається у відповідності з виразом (1.54). 

Для знаходження кореня  p  характеристичного рівняння кола треба вра-

хувати, що однорідне диференціальне рівняння будь-якого кола першого по-

рядку має стандартну форму – 

,0)t(xa
dt

)t(dx
a 01   

або 

.0)t(x
dt

)t(dx

a

a

0

1                                       (1.57) 

Величина  01 aa  в рівнянні (1.57) має розмірність часу і називається по-

стійною часу  кола   . Таким чином, диференціальне рівняння кола першого 

порядку приймає вигляд 

,0)t(x
dt

)t(dx
  

звідки характеристичне рівняння 

,01p   

а його корінь  .1p   

Постійна часу    кола характеризує швидкість змінювання вільної скла-

дової перехідного процесу в колі першого порядку. Із загального розв’язку 

диференціального рівняння кола (1.48) видно, що чисельно постійна часу    

дорівнює інтервалу часу, на протязі якого вільна складова реакції кола змен-

шується в  е  разів у порівнянні з її початковим значенням в момент комутації. 

Чим більша постійна часу кола  , тим повільніше протікає перехідний про-

цес. 

Оскільки вільний перехідний процес виникає за рахунок накопиченої в 

елементі-накопичувачі енергії при відсутності зовнішнього збудження, то, 

аналізуючи цей процес, можна знайти постійну часу  . Для цього необхідно 

всі джерела ЕРС та джерела струму замінити їх внутрішніми опорами і,  вва-

жаючи накопичувальний елемент джерелом енергії, визначити відносно точок 
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його підключення еквівалентний активний опір кола Re. Якщо маємо коло з 

індуктивністю, то постійну часу знаходять з виразу 

,RL e                                                   (1.58) 

а для кола з ємністю – з виразу 

.CRe                                                    (1.59) 

Отже, остаточно розв’язок диференціального рівняння для кола постій-

ного струму матиме вигляд 

  ,e)(x)0(x)(x)t(x

t




                          (1.60) 

а для кола гармонічного струму – 

  .e)0(x)0(x)t(x)t(x

t

вимвим




                    (1.61) 

Розглянутий спрощений метод розрахунку перехідних процесів може за-

стосовуватись до будь-яких кіл першого порядку як з нульовими, так і з нену-

льовими початковими умовами. 

На закінчення зазначимо, що співвідношення (1.60) можна використати 

для знаходження тривалості перехідного процесу, коли реакція кола  x(t)  змі-

нюється від деякої початкової величини x(0+) до деякого заданого значення  

x(tпер). Якщо у виразі (1.60) покласти, що t = tпер, і розв’язати його відносно  

tпер , то отримаємо 

.
)t(x)(x

)0(x)(x
lnt

пер
пер




                                (1.62) 

Вираз (1.62) широко використовується при розрахунках параметрів сиг-

налів та елементів пристроїв імпульсної техніки. 

1.2.3. Аналіз перехідних процесів у колі першого порядку спрощеним 

методом 

Оскільки з чотирьох можливих варіантів найпростіших активно-

реактивних  кіл  першого  порядку   на  практиці  найчастіше   застосовуються 

RC-кола інтегруючого та диференціюючого типу, то в якості прикладу засто-

сування спрощеного класичного методу аналізу перехідних процесів розгля-

немо процес включення в такі кола постійної, гармонічної та імпульсної на-

пруги. 

Аналіз таких самих процесів в інтегруючих та диференціюючих RL-ко-

лах може бути проведений аналогічно. 
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Включення в RC-коло постійної напруги 

 

Нехай просте послідовне RC-коло (рис. 1.8) 

підключається до джерела постійної напруги  u(t) 

= U. Знайдемо напруги на елементах кола та 

стум в ньому в перехідному режимі. 

Згідно з другим законом Кірхгофа отримає-

мо   

,uuu CR                        (1.63) 

тому для розв’язання задачі достатньо знайти хоча б одну з двох невідомих 

напруг, або  uC , або  uR . 

Для знаходження миттєвої напруги  uR  скористаємось універсальним 

співвідношенням (1.60), яке в цьому випадку запишеться у вигляді 

  


 

t

RRRR e)(u)0(u)(u)t(u , 

де   = RC – постійна часу послідовного RC-кола.     

В   даному  колі    початкові    умови   нульові,   тобто   uC(0+) = 0   і   тому   

uR(0+) = U,  а   в   усталеному   режимі  ємність   заряджена і  uC() = U, тобто  

uR() = 0. Тоді миттєві напруги на опорі та ємності дорівнюють –          

.)e1(Uuuu

,Ueu

t

RC

t

R










                              (1.64) 

Як видно з часових діаграм на рис. 1.9, напруга на ємності в процесі за-

ряджання останньої зростає, наближаючись до величини напруги джерела 

живлення U. Одночасно напруга на опорі за таким же законом і з такою ж 

швидкістю зменшується до нуля. При 

цьому для кожного моменту часу  вико-

нується співвідношення (1.63), а швид-

кість установлення напруг в колі зале-

жить від величини постійної часу  . 

Якщо ж в даному RC-колі початкові 

умови ненульові і почC U)0(u   , де Uпоч – 

деяка початкова напруга будь-якого зна-

ку, то згідно з (1.60) та (1.63) для напруг  

uC   та  uR  отримаємо 

u(t) C 
 R 

i(t) 

Рис. 1.8. Послідовне  

RC-коло першого порядку 

S 

t 

uC 

uR 

U 

uR , 

uC 

 

0 

Рис. 1.9. Перехідний процес в RC-колі 

при включенні постійної напруги 
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,e)UU(Uu

t

почC




  

.e)UU(u

t

почR




  

Користуючись цими двома виразами або загальним співвідношенням 

(1.62), можна визначити інтервал часу, на протязі якого будь-яка з напруг у 

колі зміниться від початкового значення до деякого заданого рівня. Якщо, на-

приклад, початкове значення напруги на ємності позначити як Uпоч, а кінцеве 

– U(tпер), то шуканий часовий інтервал, на протязі якого напруга uC  змінюєть-

ся від  Uпоч  до  U(tпер), дорівнюватиме 

.
)t(UU

UU
lnt

пер

поч
пер




                                   (1.65) 

Аналогічний вираз для часу перехідного процесу в опорі – 

.
)t(U

U
lnt

пер

поч
пер                                         (1.66) 

Скориставшись одним з виразів (1.65), (1.66) або загальним виразом 

(1.62), можна встановити, що в будь-якому колі першого порядку вільна 

складова перехідного процесу згасає на 95 відсотків за інтервал часу  

 3tпер  , а за інтервал часу  5tпер  – на 99 відсотків від свого початкового 

значення в момент часу  t = 0+ . Таким чином, можна вважати, що в колах 

першого порядку перехідні процеси закінчуються на протязі інтервалу часу  

 5...3tпер  після свого початку. 

Тепер знайдемо струм у досліджуваному RC-колі 

.e
R

U

R

u

dt

du
Ci

t

RC 


                                       (1.67) 

Очевидно, що цей струм має такий самий характер змінювання, як і на-

пруга на опорі R. 

Коротко зупинимося на енергетичних процесах в колі. Під час перехід-

ного процесу ємність накопичує енергію в електричному полі, яка при t  

сягає максимального значення 2CUW 2
maxC  . Одночасно в активному опорі 

витрачається енергія 

  
  












0 0 0

0

t
2

2t
22

2
RR .

2

e

R

U
dte

R

U
Rdtidt)t(pW  

Після підстановки границь визначеного інтеграла маємо 
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.W
2

CU

2R

U
W maxC

22

R 

  

Отже, під час перехідного процесу в активному опорі  R  розсіюється та-

ка сама кількість енергії, як і та, що накопичується в ємності  C. 

 

Включення в RC-коло гармонічної напруги 

 

Нехай при  t  0 в колі на рис. 1.8 діє гармонічна зовнішня напруга 

.)tcos(Uu um   В цьому випадку вимушена складова струму в колі дорі-

внює 

,)tcos(
Z

U
i u

m
вим                                   (1.68) 

де модуль  Z  та аргумент    комплексного опору кола  Z   дорівнюють – 

 

 

.
1

arctg
R

X
arctg

,C1RZ

C

22






                          (1.69) 

Вимушена складова напруги на ємності запізнюється відносно струму в 

колі на 2  

.)t(sin
Z

xU
)2t(cos

Z

xU
u u

Cm
u

Cm
вимC   

Якщо до моменту підключення зовнішнього джерела збудження ємність 

була розряджена, то напруга  uC(0+) = 0, а вимушена складова напруги  uC  в 

момент часу  t = 0+  дорівнює  

)(sin
Z

xU
)0(u Cm

вимC  .                             (1.70) 

Згідно з універсальним співвідношенням (1.61) перехідна напруга на єм-

ності дорівнює 

,e)(sin)t(sin
Z

xU
)t(u

t

Cm
C












 



                (1.71) 

а миттєвий струм 

.e)(sin
1

)t(cos
Z

U

dt

du
C)t(i

t

mC















 



       (1.72) 

В момент комутації, коли t = 0+ , струм в колі дорівнює 
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.)(sin
1

)(cos
Z

U
)0(i m










                      (1.73) 

Як видно з виразів (1.72) та (1.73), у випадку, коли виконується умова  

 n , де  n = 0,1,…k, вільна складова струму набуває нульового значен-

ня і в колі безпосередньо після комутації настає усталений режим роботи – 

.tcos
Z

U
i;tsin

Z

xU
u mCm

C    

У загальному випадку, коли  , на початковій стадії перехідного 

процесу напруга на ємності  uC  може суттєво відрізнятись від свого усталено-

го значення. З виразу (1.71) видно, що найбільшою така різниця буде при  

.2  

На рис. 1.10 наведені часові діаграми напруги на ємності  uC  та її складо-

вих  uCвим  і  uCвіл  для кола з достатньо 

великою постійною часу , коли  

.2  Як видно з цих діаграм, в 

даному випадку миттєва напруга на єм-

ності в перехідному режимі може майже 

вдвічі перевищувати амплітуду цієї на-

пруги в усталеному режимі. Ця обста-

вина широко використовується на прак-

тиці при побудові схем модуляторів ім-

пульсних передавачів. 

 

Включення в RC-коло імпульсної напруги 

 

Короткочасні відхилення від нульового значення постійних або змінних 

напруг та струмів називаються імпульсними напругами і струмами. Якщо ма-

ємо справу з відхиленнями від нульового значення постійних напруг і стру-

мів, то вони утворюють відеоімпульси напруги та струму. При відхиленні від 

нульового значення обвідних гармонічних напруг та струмів маємо справу з 

радіоімпульсами. 

Нехай на коло першого порядку (рис. 1.8) діє відеоімпульс напруги пря-

мокутної форми (рис. 1.11, а), який найчастіше використовується на практиці. 

Як видно, цей відеоімпульс має амплітуду  U0  та тривалість  і . При визна-

ченні перехідних процесів у колі, аналіз будемо проводити окремо для двох 

інтервалів часу: 0  t  i  та  t  i . В першому з цих двох інтервалів часу в 

t 

uCвіл 

uC 

uCвим 

uC,uCвим

, 

uCвіл 

 

Рис. 1.10. Перехідний процес в RC-колі 

при включенні гармонічної напруги 
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колі діє постійна напруга, що має величину  U0 і підключається до кола в мо-

мент часу  t = 0. В другому інтервалі часу, коли  t  i, діюча в колі напруга 

дорівнює нулю і в ньому виникає вільний 

перехідний процес з ненульовими почат-

ковими умовами.  

Під час дії на коло відеоімпульсу, 

тобто в проміжок часу  0 t i,  напруги  

uR  та  uC  можна визначити за допомогою 

співвідношень (1.64), оскільки початкові 

умови нульові. Якщо ж час t  i, то в колі 

спостерігається вільний перехідний про-

цес, коли 

,Aeu)t(u

t

RC





               (1.74) 

де час  t   відраховується від моменту за-

кінчення відеоімпульсу, а постійна інтег-

рування  А  визначається початковими умовами в колі в момент часу  .t i   

З другого рівняння системи (1.64) виходить, що 

 
  ie1U)(u 0iC                                   (1.75) 

і при спільному розв’язуванні (1.74) та (1.75), коли  0tt i  , отримаємо 

    .e1UA i

0


  

Тоді для напруги на ємності в другому інтервалі часу, коли  t  i , маємо 

  .ee1Uu t
0C

i 
                                   (1.76) 

Якщо для обох інтервалів часу вико-

ристати спільний початковий момент від-

ліку часу t = 0, то у виразі (1.76) замість 

величини t  необхідно використати змінну  

t – i . В результаті для кожного з двох 

проміжків часу отримаємо: 

 

    .t,e1eUee1Uu

;t0,e1Uu

i

t

0

t

0C

i
t

0C

i

i

i 















               (1.77) 

Часова діаграма для напруги на ємно-

сті, яка побудована у відповідності з (1.77), 

U

0 

u 

0 τ 2

τ 

τi t 

t 

t 

0 

0 

uC 

U0 

U

0 

uR 
τ 2

τ 

τ 2

τ 

 

a) 

 

 

 

 

б) 

 

 

 

в) 

Рис. 1.11. Перехідні процеси в  

RC-колі при включенні прямокут-

ного відеоімпульсу 

u1 

0 τi t 

t 

t 

0 

0 

u2 

U

0 

u 

Рис. 1.12. Представлення прямо-

кутного відеоімпульсу сумою пос-

тійних напруг, що включаються в 

моменти часу t = 0 та t = τi 

U

0 

-U0 
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наведена на рис. 1.11, б. Якщо врахувати, що в будь-який момент часу вико-

нується співвідношення  0RC Uuu  , то можна легко побудувати і залеж-

ність для напруги на опорі R (рис. 1.11, в).  

Розглянуту задачу можна розв’язати й іншим способом, наприклад, ско-

риставшись методом накладання. В цьому випадку прямокутний відеоімпульс 

з амплітудою  U0  подають у вигляді суми двох постійних напруг, однакових 

за величиною та протилежних за знаком. Перша з цих напруг  u1  підключа-

ється до кола в момент часу  t = 0, а друга u2 – із затримкою на інтервал часу 

it   (рис. 1.12). В такому ж  порядку, користуючись методом накладання, 

шукають і розв’язок 

,uuu CCC
   

де  

Cu – напруга на ємності за рахунок включення позитивної напруги  u1; 


Cu  

– напруга на ємності за рахунок включення негативної напруги  u2. Скориста-

вшись співвідношенням для напруги  uC ,  із системи рівнянь (1.64) одержимо 

   ,e1Ue1Uuuu
)t(

0
t

0CCC
i                      (1.78) 

де друга складова 

Cu  існує лише при  t  i . 

Аналіз часових діаграм розглянутого RC-кола (рис. 1.11) показує, що при 

дії на нього прямокутного відеоімпульсу відбувається перетворення форми 

останнього. 

Причому, якщо вихідну напругу фіксувати на ємності (рис. 1.11, б), що є 

характерним для RC-кола інтегруючого типу, то можна отримати відеоім-

пульс, за формою близький до трикутного. Тривалість цього імпульсу приб-

лизно вдвічі більша, ніж вхідного, а форма тим ближча до трикутної, чим 

краще виконується умова  i . Однак при цьому значно зменшується ам-

плітуда та енергія вихідного імпульсу в порівнянні із вхідним. 

Якщо ж вихідну напругу фіксувати на опорі кола (рис. 1.11, в), що харак-

терно для RC-кола диференціюючого типу, то в результаті перетворення уні-

полярного вхідного відеоімпульсу отримаємо два різнополярні (біполярні), 

рознесені в часі на інтервал  it   імпульси. При виконанні умови  i   

можна забезпечити дуже малу тривалість цих відеоімпульсів при однаковій з 

вхідним амплітуді. Однак при цьому, як і в попередньому випадку, значно 

зменшується енергія сигналу. 



36 

 

1.3. Перехідні процеси в колах другого порядку 

1.3.1. Особливості розв’язання диференціальних рівнянь кіл другого 

порядку 

Перехідні процеси в колах другого порядку, до яких також відносяться і 

послідовний та паралельний коливальні контури, описуються неоднорідними, 

лінійними диференціальними рівняннями другого порядку з постійними кое-

фіцієнтами. В загальному випадку ці рівняння мають вигляд 

.)t(sb
dt

)t(ds
b

dt

)t(sd
b)t(xa

dt

)t(dx
a

dt

)t(xd
a 012

2

2012

2

2         (1.79) 

Розв’язок цього рівняння, як і для кіл першого порядку, складається з 

вимушеної та вільної складових. Причому перша з них має вигляд, подібний 

до зовнішньої дії  s(t), що входить в праву частину рівняння (1.79), а вільна 

складова визначається початковими умовами в колі та коренями характерис-

тичного рівняння цього кола – 

0apapa 01
2

2  .                                          (1.80) 

Якщо корені характеристичного рівняння різні, то 

,eAeA)t(x
tp

2
tp

1віл
21                                     (1.81) 

якщо ж вони однакові, тобто кратні – 

.e)tAA()t(x pt
21віл                                     (1.82) 

Методику аналізу перехідних процесів в колах другого порядку розгля-

немо на прикладі кола, що включає послідовно з’єднані елементи, а саме  опір 

R, індуктивність L та ємність С, і співпадає зі схемою заміщення послідовно-

го коливального контура. 

1.3.2. Напруги та струм в послідовному RLC-колі у вільному режимі 

Визначення напруг та струму в колі 

 

Нехай ємність C, попередньо заря-

джена до величини напруги джерела 

ЕРС  e(t) = E,  підключається до кола, що 

включає послідовно з’єднані елементи  

R  та  L ( рис. 1.13). Відповідно до друго-

го закону Кірхгофа для післякомутацій-

ного кола можна записати 

.0uuu CRL                   (1.83) 

U1 

С L 

R Ri 

E 

Рис. 1.13. Підключення зарядженого 

конденсатора до послідовного  

RL-кола 
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А з урахуванням рівнянь зв’язку між миттєвими струмами та напругами 

в елементах 

  

t

0

C .0idt
C

1
)0(uRi

dt

di
L                              (1.84) 

Якщо продиференціювати (1.84) та почленно поділити його на  L, то 

отримаємо диференціальне рівняння кола в канонічній формі – 

.0i
LC

1

dt

di

L

R

dt

id
2

2

                                     (1.85) 

В рівнянні (1.85) позначимо   2LR  , а  .LC1 2
0  Тоді воно матиме 

вигляд 

.0i
dt

di
2

dt

id 2
02

2

                                     (1.86) 

Оскільки рівняння (1.86) є лінійним однорідним, то його розв’язок має 

лише вільну складову вигляду (1.81) або (1.82). Цей розв’язок не залежить від 

способу підключення до послідовного  RLC-кола джерела енергії, а це озна-

чає, що результати даного аналізу будуть справедливими і для послідовного, і 

для паралельного коливальних контурів, що працюють у вільному режимі. 

Знайдемо вільні струм та напруги на елементах RLC-кола, припустивши, 

що корені характеристичного рівняння (1.80) різні. В цьому випадку 

розв’язок диференціального рівняння (1.86) має вигляд 

.eAeAii
tp

2
tp

1віл
21                                  (1.87) 

Характеристичне рівняння кола, що аналізується, запишеться у вигляді 

,0p2p 2
0

2   

а його корені визначаються виразом 

.p 2
0

2
2,1                                     (1.88) 

Якщо позначити  ,2
0

2   то для шуканого струму в колі отримає-

мо 

.)eAeA(eii t
2

t
1

t
віл

                              (1.89) 

Для знаходження невідомих постійних інтегрування  А1  та  А2  необхідно 

використати незалежні початкові умови в колі . 

Оскільки в момент комутації електромагнітна енергія повністю зосере-

джена в ємності, то в момент часу безпосередньо перед комутацією (t = 0–) 

.0)0(i)0(i,E)0(u LC    

У відповідності із законами комутації 
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,E)0(u)0(u CC                                    (1.90) 

.0)0(i)0(i)0(i віл                               (1.91) 

Якщо врахувати вираз (1.91), який являє собою першу з двох залежних 

початкових умов, то з рівняння (1.89) одержимо, що  А1 = – А2 .Тому 

.)ee(Aeii ttt
віл

                           (1.92) 

В момент часу  t = 0+  напруга на опорі  0R)0(i)0(uR    , тому з ви-

разу (1.83) виходить, що 

,0)0(u)0(u LC    

або 

,
L

E

dt

)0(di
,E

dt

)0(di
L вілвіл                           (1.93) 

де другий з виразів системи (1.93) є другою залежною початковою умовою в 

колі. 

Запишемо вираз для похідної шуканого струму на основі виразу (1.87), 

врахувавши при цьому, що  А1 = А, а  А2 = – А: 

.)epep(A
dt

di tp
2

tp
1

віл 21                                  (1.94) 

Звідси з урахуванням (1.93) для постійної інтегрування  А отримаємо 

.
L2

E

)pp(L

E
A

21 



                                (1.95) 

 

Таким чином, вираз для струму  послідовного RLC-кола у вільному ре-

жимі приймає вигляд  

.)ee(
L2

E
ii

tptp
віл

21 


                              (1.96) 

Напруга на індуктивності – 

.)epep(
2

E

dt

di
Lu

tp
2

tp
1

віл
L

21 


                       (1.97) 

Напруга на ємності згідно з (1.83) дорівнює 

,iRuuuu LRLC   

а після підстановки (1.96) та (1.97) – 

.)ee(
L

R
)epep(

2

E
u

tptptp
2

tp
1C

2121










                (1.98) 

Якщо врахувати, що   2LR , то після групування у виразі (1.98) поді-

бних членів для напруги на ємності остаточно маємо 
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  iвіл, 

uL, 

uC 
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uC 

t 

iвіл 

uL 

Рис. 1.14. Аперіодичний  

перехідний процес в RLC-колі 

.)epep(
2

E
u

tp
1

tp
2C

21 


                                (1.99) 

Як видно з виразу (1.88), корені характеристичного рівняння кола, що 

розглядається, можуть бути дійсними, коли  0 , або комплексними, коли  

.0  У відповідності з цими обставинами в колах другого порядку можуть 

виникати два вільні перехідні процеси різні за характером. 

 

Аперіодичний перехідний процес в послідовному RLC-колі 

 

Аперіодичним називається перехідний процес в колі другого порядку, 

при якому вільний струм, змінюючись в часі за величиною, не змінює свого 

знаку. 

Нехай величина  0  і тоді коефіцієнт 2
0

2   є дійсною вели-

чиною. При цьому виконуються умови 

.
2

1

R
Q,2

C

L
2R к 


                               (1.100) 

В цьому випадку обидва корені характеристичного рівняння кола є дійс-

ними від’ємними числами, причому  .pp 21   А це означає, що і вільний 

струм у колі, і напруги на ємності та індуктивності, які визначаються співвід-

ношеннями (1.96), (1.97) та (1.99), являють собою суми двох експоненціаль-

них функцій,  які згасають з різною швидкістю. 

Як видно з наведених на рис. 1.14 часо-

вих діаграм, струм у цьому випадку, зміню-

ючись в часі, не перетинає осі часу, тобто не 

змінює свого знаку, що відповідає визначен-

ню аперіодичного перехідного процесу. 

Напруга на ємності у вільному режимі 

безперервно зменшується, наближаючись в 

кінцевому значенні до нуля. Напруга на інду-

ктивності змінює свій знак, коли похідна  

dtdiвіл   дорівнює нулю, і має екстремум, ко-

ли додатнє значення тієї ж похідної найбіль-

ше. З плином часу перехідний процес поступово згасає, оскільки електромаг-

нітна енергія, що була накопичена в колі, розсіюється в активному опорі R . 



40 

 

У випадку, коли величина  0 , маємо однакові дійсні корені характе-

ристичного рівняння, тобто  .pp 21   При цьому згідно з виразом (1.82) 

загальний розв’язок диференціального рівняння кола має вигляд 

.e)tAA(ii t
21віл

                                (1.101) 

Для визначення  у виразі (1.101) постійних інтегрування  А1  та  А2  ско-

ристаємося знайденими раніше залежними початковими умовами, які визна-

чаються  виразами (1.91) та (1.93). Перша із залежних початкових умов (1.91) 

дозволяє безпосередньо з виразу (1.101) визначити, що  А1= 0. Для знахо-

дження величини  А2  спочатку запишемо вираз для похідної струму. Згідно з 

(1.101) маємо 

.)tAAA(e
dt

di
212

tвіл                            (1.102) 

Якщо врахувати другу залежну початкову умову (1.93), а також той факт, 

що  А1 = 0, то одержимо 

.
L

E

dt

)0(di
A віл

2                                     (1.103) 

Отже, струм у цьому випадку дорівнює 

.te
L

E
ii t
віл

                                     (1.104) 

Напруга на індуктивності – 

,e)t1(E
dt

di
Lu tвіл

L
                        (1.105) 

а напруга на ємності – 

.e)t1(Ee)t1(EteE2

uRiuuu

ttt

LвілLRC

 


        (1.106) 

Як і у випадку дійсних різних коренів характеристичного рівняння кола, 

перехідний процес в разі дійсних однакових коренів також носить аперіодич-

ний характер, оскільки у виразах (1.104) – (1.106) експоненціальний множник 

змінюється значно швидше, ніж лінійно зростаючий. Тобто, умова  0  

характеризує граничний випадок, коли перехідний процес ще має аперіодич-

ний характер. 

 

Коливальний перехідний процес в послідовному  RLC-колі 

 

Коливальним називається перехідний процес в колі другого порядку, при 

якому вільна складова струму, змінюючись в часі за величиною, періодично 
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змінює свій знак. 

Нехай величина  0 , тоді коефіцієнт  2
0

2    є уявною вели-

чиною. При цьому  опір  2R , а  добротність кола .21Qк   Позначимо  

вj , тоді комплексно-спряжені корені характеристичного рівняння запи-

шуться 

,jp в2,1                                              (1.107) 

де величина  в   є дійсною і дорівнює 

.22
0в                                            (1.108) 

З урахуванням викладеного на основі співвідношення (1.96) для стуму в 

колі отримаємо  

.
j2

ee
e

L

E

)ee(e
Lj2

E
ii

tjtj
t

в

tjtjt

в

віл

вв

вв




















 

Остаточно 

.tsine
L

E
ii в

t

в
віл 


                                 (1.109) 

Як видно з виразу (1.109), при комплексно-спряжених коренях характе-

ристичного рівняння перехідний струм є знакозмінним, тобто відповідає ви-

значенню коливального перехідного процесу. 

Напруга на індуктивності – 

).tcosetsine(
E

dt

di
Lu в

t
вв

t

в

віл
L 


               (1.110) 

Скористаємось відомим  тригонометричним співвідношенням 

,)(sinBAcosBsinA 22                       (1.111) 

де  )AB(arctg  – початкова фаза сумарного коливання. 

Тоді на основі виразу (1.110) отримаємо 

,)t(sine)t(sineEu Lв
t

в

0
Lв

t

в

2
в

2

L 








      (1.112) 

де )(arctg вL   – початкова фаза напруги на індуктивності;   

     2

в

2

0
          – резонансна частота RLC-кола. 

Напруга на ємності згідно з (1.99) матиме вигляд  
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Якщо в останньому виразі скоротити чисельник та знаменник на  2j  і 

скористатись формулою Ейлера, то одержимо 

.)tcostsin(e
E

u ввв
t

в
C 


                         (1.113) 

Далі з (1.113) на основі співвідношення (1.111) отримаємо 

,)t(sinEe)t(sineEu Cв
t

в

0
Cв

t

в

2
в

2

C 








    (1.114) 

де  )(arctg вC    – початкова фаза напруги на ємності. 

Таким чином, у випадку, коли добротність RLC-кола  Qк > 21 , не тільки 

струм, але й напруги на елементах кола у вільному режимі змінюються за га-

рмонічними законами, хоча з плином часу амплітуди коливань при цьому 

безперервно зменшуються. Швидкість згасання напруг та струму визначаєть-

ся множником te   у виразах (1.109), (1.112) та (1.114), тому коефіцієнт  

L2R , що визначає швидкість розсіювання енергії в колі, називається ко-

ефіцієнтом згасання. Частота  22
0в  , що входить у ті самі вирази, на-

зивається частотою власних коливань або власною частотою  послідовного 

RLC-кола. Якщо в останньому коефіцієнт згасання  ,0  то завжди викону-

ється умова  0в   . 

Зсув фаз між струмом та напругами на елементах кола визначається 

співвідношеннями між частотою власних коливань  в  та коефіцієнтом зга-

сання  . Якщо  ,5Qк   тобто RLC-коло є високодобротним, і втрати в ньому 

малі ( R ), то виконується умова  
0

  і частота власних коливань  в  

практично збігається з резонансною частотою кола ( )0в   . В цьому випа-

дку співвідношення  (1.109), (1.112) та (1.114) дещо спрощуються: 

;)t(sine
E

tsine
E

ii 0
t

0
t

віл 





  
              (1.115) 

;)2t(sinEeu 0
t

L  
                             (1.116) 
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.)2t(sinEeu 0
t

C                                (1.117) 

Очевидно, що в перехідному режимі співвідношення між початковими 

фазами напруг та струму такі ж самі, як і в усталеному режимі роботи послі-

довного RLC-кола при гармонічній дії. Тобто, напруга на індуктивності uL 

випереджає за фазою струм iвіл на 2 , напруга на ємності uC запізнюється ві-

дносно струму на  2 , а різниця фаз між напругами uL та uC в будь-який мо-

мент часу дорівнює   . 

 

Параметри згасання вільних коливань в RLC-колі 

 

На рис. 1.15 наведені залежності для струму )t(i  та напруги на ємності 

)t(uC  послідовного RLC-кола, що має малі втрати, у вільному режимі. Швид-

кість згасання вільних коливань можна оцінити кількісно за допомогою від-

ношення амплітуд напруги або струму, що знаходяться один від одного на ін-

тервалі в один період власних коливань  Tв (рис. 1.15, а). Із співвідношень для 

струму  (1.109)  та   напруг   на   елементах  кола  (1.112)  і  (1.114),  а  також з 

рис. 1.15, а видно, що відношення зазначених вище амплітуд, яке називають 

декрементом згасання  , дорівнює 

.e
e

e

)Tt(U
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                       (1.118) 

Натуральний логарифм цього відношення називається логарифмічним 

декрементом згасання – 

.T
)Tt(X

)t(Х
lnln в

в1m

1m 


                          (1.119) 

Для кола з малими втратами, 

коли  0в  , а  0в TT  , маємо 

  

.d
Q

R

LC
L

R2

L2

R

к

к

0


















   (1.120) 

Проміжок часу, на протязі якого 

амплітуда вільного струму або на-

пруги зменшується в  е  разів, нази-

uC(t1)  

Е 

t 

t 
а) 

0 

tEe   

t1 t1+T

В 

uC(t1+ТВ) 

te
E 



 
б) 



E  
i=iвіл 

Рис. 1.15. Вільні або власні коливання 

в RLC-колі 

0 

uC 
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вається постійною часу  к   кола другого порядку. Виходячи з виразів для 

струму та напруг (1.115) – (1.117), можна зробити висновок, що 

.1
к

                                         (1.121) 

Разом з тим 

.
2Q2

R

L2

R

L2

к0

к

0

0
к




                            (1.122) 

Таким чином, чим вища добротність  кола  Qк  та вужча його смуга про-

пускання  к , тим більша постійна часу  к  і тривалішими будуть перехідні 

процеси.  

Якщо в  RLC-колі  R = 0, тобто коло не має втрат, то коефіцієнт згасання  

 = 0  і на основі виразів (1.115) – (1.117) отримаємо 

.)2t(sinEu

),2t(sinEu

,)t(sin
E

ii

0C

0L

0віл










                                   (1.123) 

Очевидно, що напруги та струм у цьому випадку мають незатухаючий 

коливальний характер. 

Величини   енергій   електричного   та   магнітного   полів   в   ідеальному  

RLC-колі визначаються співвідношеннями 

.tsin
2

CE
tsin

2

LE

2

Li
w,tcos

2

CE
w 0

2
2

0
2

2

22
віл

L0
2

2

C 


        (1.124) 

З аналізу співвідношень (1.124) видно, що в моменти часу  ...,T,2T,0t    

вся енергія, яка накопичується в колі, зосереджена в електричному полі ємно-

сті, а енергія магнітного поля індуктивності  .0wL   Якщо ж  t = T/4, 3T/4, 

5T/4, … , то навпаки  0wC  , а енергія магнітного поля індуктивності досягає 

максимального значення. 

Таким  чином,   подібно   до   усталеного  режиму   роботи   послідовного  

RLC-кола при гармонічному збудженні, з енергетичної точки зору вільний 

перехідний процес в цьому колі можна розглядати як результат безперервно-

го перерозподілу енергії між електричним полем ємності та магнітним полем 

індуктивності. Це означає, що в  RC-  та  RL-колах другого порядку, де такого 

перерозподілу не буває, перехідний процес коливальним бути не може і зав-

жди є аперіодичним. 
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1.3.3. Включення в послідовне RLC-коло постійної напруги 

Проаналізуємо процеси, що виникають у послідовному RLC-колі в разі 

підключення до нього джерела постійної напруги (рис. 1.16). В цьому випад-

ку лінійне інтегро-диференціальне рівняння кола має вигляд 

.Eidt
C

1
)0(uRi

dt

di
L C                               (1.125) 

Після диференціювання (1.125) та нескладних перетворень одержимо 

однорідне диференціальне рівняння другого порядку, аналогічне до того, яке 

мало місце при аналізі вільного перехідного 

процесу в такому ж колі – 

.0i
LC

1

dt

di

L

R

dt

id
2

2

  

Оскільки це рівняння однорідне, то ви-

мушена складова його розв’язку дорівнює 

нулю і перехідний струм в колі визначається співвідношенням (1.87), як і у 

вільному режимі. В перший момент після комутації )0t(   струм в колі  

)0(i    та напруга на ємності  )0(uC  , що визначають початковий енергетич-

ний стан кола, дорівнюють нулю. В той самий момент часу, як видно з рів-

няння (1.125), напруга на індуктивності дорівнює                               

.E
dt

)0(di
L   

Отже, у відповідності з викладеним для кола, що аналізується, залежні 

початкові умови запишуться так: 

.
L

E

dt

)0(di
;0)0(i  

                                   (1.126) 

Таким чином, при включенні в  RLC-коло постійної ЕРС, диференціаль-

не рівняння  буде таким самим, як і у вільному режимі, але, як виходить із по-

рівняння (1.93) та (1.126), змінюється одна із залежних почат-кових умов. 

Якщо скористатись першою із залежних початкових умов (1.126) та виразом 

(1.87), то видно, що, як і у вільному режимі, А1 = А, А2 = –А і шуканий струм 

в загальному вигляді запишеться 

.)ee(Ai
tptp 21                                        (1.127) 

Якщо знайти похідну струму 

)epep(A
dt

di tp
2

tp
1

21   

U1 

E 

Рис. 1.16. Підключення до 

RLC-кола джерела постійної 

ЕРС 

L 
С 

R S 



46 

 

і скористатись другою з початкових умов (1.126), то одержимо 

.
L2

E

)pp(L

E
A;)pp(A

L

E

21

21





                   (1.128) 

З порівняння виразів (1.95) та (1.128) виходить, що постійні інтегруван-

ня, отримані у разі вільного режиму та при підключенні постійної напруги, 

відрізняються лише знаками. 

В результаті для струму в колі при підключенні постійної ЕРС маємо 

,)ee(
L2

E
i

tptp 21 


                                        (1.129) 

а для напруги на індуктивності – 

.)epep(
2

E

dt

di
Lu

tp
2

tp
1L

21 


                         (1.130) 

Якщо порівняти вирази (1.96) і  (1.129), а також (1.97) і (1.130), то видно, 

що струми та напруги на індуктивності у вільному та вимушеному режимах 

відрізняються лише знаками. Тобто 

.uu,ii )віл(LL)віл(                                  (1.131) 

Спад напруги на ємності дорівнює 

,uEuuEu )віл(CRLC                           (1.132) 

а з урахуванням (1.99) – 

.)epep(
2

E
Eu

tp
1

tp
2C

21 


                           (1.133) 

Слід підкреслити, що у виразах (1.131) і (1.132) струм  )віл(i   та напруги  

)віл(Lu , )віл(Cu  – це струм та напруги в колі у вільному режимі, які визнача-

ються співвідношеннями (1.96), (1.97) і (1.99). 

Перехідні процеси в RLC-колі при включенні джерела постійної ЕРС, як 

і у вільному режимі, можуть мати або аперіодичний, або коливальний харак-

тер. В першому випадку корені характеристичного рівняння 1p  і 2p  будуть 

дійсні  та різні, тому струм і напруги в колі 

описуються співвідношеннями (1.129), (1.130) 

та (1.133). Часові діаграми для цих перехідних 

процесів можна легко одержати за допомогою 

графіків на  рис. 1.14, якщо врахувати вирази 

(1.131) та (1.132).  

З аналізу графіків струму і напруг в апе-

ріодичному режимі (рис. 1.17) видно, що на-t 

i, uC,    

uL 

0 

uC 
i 

uL 

Рис. 1.17. Аперіодичні  

перехідні процеси в RLC-колі 

при включенні постійної ЕРС 

E 
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пруга на ємності в процесі зарядки останньої зростає до свого максимального 

значення Е. Струм )t(i  в колі, який пропорційний швидкості зростання на-

пруги на ємності  Cu  , відрізняється від струму у вільному режимі лише зна-

ком. Так само лише знаком відрізняється від напруги у вільному режимі і на-

пруга на індуктивності  Lu , яка пропорційна швидкості змінювання струму в 

колі. 

Коливальний перехідний процес при підключенні до RLC-кола постійної 

ЕРС спостерігається при виконанні умови  
0

 , коли добротність  Qк > 21 . 

В цьому випадку вирази для струму в колі та напруг на його елементах можна 

легко отримати на основі співвідношень (1.109), (1.112) та (1.114), якщо вра-

хувати (1.131) і (1.132): 

;tsine
L

E
i в

t

в




        (1.134) 

;)t(sinEeu Lв
t

в

0
L 



   
       (1.135) 

.)t(sinEeEu Cв
t

в

0
C 



         (1.136) 

На рис. 1.18 наведені часові діаграми 

для перехідного струму в колі та перехідної 

напруги на ємності при малих втратах, ко-

ли  5Qк   , а  0в  . Як видно, перехід-

ний струм змінюється в часі так само, як і 

струм в режимі вільних коливань, але має 

протилежну фазу. Напруга на ємності ко-

ливається біля рівня, що дорівнює величині 

ЕРС, і поступово наближається до нього. 

Слід зазначити, що максимальне значення 

напруги на ємності під час перехідного 

процесу може майже вдвічі перевищувати 

величину прикладеної до кола напруги. 

1.3.4. Включення в послідовне RLC-коло гармонічної напруги 

 

Розв’язування диференціального рівняння кола 

 

t 

0 

uC 

i 

Рис. 1.18. Перехідний коливальний 

процес в RLC-колі при включенні 

джерела постійної ЕРС 

t 

E 

0 
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Розглянемо випадок, коли до схеми послідовного RLC-кола, яка є анало-

гічною схемі заміщення послідовного коливального контура, підключається 

джерело гармонічної ЕРС – 

.)t(cosE)t(e em   

Рівняння електричної рівноваги такого кола має вигляд 

.)t(cosEidt
C

1
)0(uRi

dt

di
L em

t

0

C                     (1.137) 

Оскільки зовнішнє збудження є гармонічним, то, не розв’язуючи дифе-

ренціального рівняння кола, для вимушеної складової струму в колі отримає-

мо 

,)t(cosI)t(cos
Z

E
i eme

m
вим             (1.138) 

де  Z – повний опір кола;   – зсув фаз між напругою та струмом у колі. 

В результаті загальний розв’язок диференціального рівняння кола при рі-

зних коренях характеристичного рівняння запишеться таким чином: 

.eAeA)t(cosIiii
tp

2
tp

1emвілвим
21              (1.139) 

При включенні в коло змінної ЕРС його початковий стан буде визнача-

тися незалежними початковими умовами – 

.0)0(i)0(i,0)0(u)0(u CC    

Якщо скористатись цими початковими умовами, то за допомогою рів-

няння (1.137) можна знайти необхідні для розв’язування диференціального 

рівняння кола залежні початкові умови: 

.cos
L

E

dt

)0(di
;0)0(i e

m  
                        (1.140) 

На основі загального виразу для шуканого струму (1.139) та залежних 

початкових умов (1.140) можна записати систему рівнянь для знаходження 

постійних інтегрування  А1  і А2  розв’язку диференціального рівняння: 

.cos
L

E
)(sinIApAp

;0AA)(cosI

e
m

em2211

21em





              (1.141) 

Знайдемо з першого рівняння системи (1.141) величину  А1 – 

.)(cosIAA em21   

Підставимо це значення  величини  А1  в друге рівняння системи – 

e
m

em22em21 cos
L

E
)(sinIAp)(cosIA(p   

та знайдемо постійну інтегрування  А2 – 
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I
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m
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  (1 

.142) 

Здійснимо підстановку знайденого значення  постійної інтегрування  А2  

в друге рівняння системи (1.141) і знайдемо постійну інтегрування  А1 – 
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E
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I
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Після приведення подібних членів та невеликих спрощень отримаємо 
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(1.143) 

Використовуючи знайдені значення постійних інтегрування  А1  та  А2, 

запишемо розв’язок диференціального рівняння кола: 
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)(sin
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I
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Якщо згрупувати члени з однаковими множниками – тригонометрич-

ними функціями, а множники Im  при тригонометричній функції  )sin( e   

замінити співвідношенням   
LZ

LEm




 , то для шуканого струму отримаємо 

.)ee()(sin
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L
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      (1.144) 

Проведемо аналіз одержаного виразу для струму в колі стосовно най-

більш важливих для практики випадків. 

 

Аналіз розв’язку диференціального рівняння кола 

 

З точки зору практичного застосування в радіотехніці найбільший інте-

рес викликає дослідження перехідних процесів у колі другого порядку, які 

мають коливальний характер і виникають у випадку, коли коефіцієнт згасан-
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ня 0 . В цьому випадку корені характеристичного рівняння кола є ком-

плексно-спряженими. Отже, маємо 

.)t(sinej2)t(sinej2

)tsintcos(ej2epep

,tsinej2
j2
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)ee(eee
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   (1.145) 

На основі розв’язку (1.144) диференціального рівняння кола, що  розг-

лядається, та допоміжних співвідношень (1.145) для струму в колі отримаємо 
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  (1.146) 

Якщо втрати в RLC-колі малі, то .L2R 0  При цьому 0в  , 

2С  . Тоді для струму в колі отримаємо приблизне співвідношення                  

    
.tsine)(sin
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ee
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        (1.147) 

Аналізуючи одержаний вираз для перехідного струму, можна  передба-

чити, що особливості коливальних перехідних процесів при включенні в 

RLC-коло гармонічної ЕРС будуть залежати від співвідношення між величи-

нами частоти    зовнішнього коливання та резонансної частоти 0 кола. 

 

Перехідні процеси при однакових частотах    та  0 

 

Нехай частота гармонічних косинусоїдних коливань  зовнішньої ЕРС 

e(t) співпадає з резонансною частотою  0  RLC-кола, а початкова фаза зовні-

шнього коливання  .2
e

  В цьому випадку крива вхідної ЕРС в момент 

часу  t = 0+  проходить через нуль, а у виразі (1.147) для перехідного струму 

.0cosi0,RZ, e0   Тоді замість (1.147) матимемо 

,tsine
R

E
)2tcos(Ii 0

tm
0m  

 

або остаточно 
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.tsin)e1(
R

E
i 0

tm                                     (1.148) 

З виразу (1.148) видно, що амплітуда перехідного струму в RLC-колі з 

плином часу зростає за експоненціальним законом, наближаючись за величи-

ною до свого граничного значення REm  

(рис. 1.19). Можна показати, що закон зрос-

тання амплітуди струму не залежить від 

значення початкової фази зовнішньої ЕРС. 

Щоб отримати чіткіше уявлення про 

особливості такого перехідного процесу, 

знайдемо швидкість наростання амплітуди 

струму в колі. Для цього визначимо похідну 

від обвідної струму i(t), яка має вигляд 

.)e1(I)t(I t
mm

  

Похідна обвідної струму в момент часу t = 0+   має значення 

.I
dt

)0(dI
m

m                                           (1.149) 

Оскільки коефіцієнт згасання    кола дорівнює 
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                                 (1.150) 

то на основі (1.149) та (1.150) отримаємо 
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                       (1.151) 

Таким чином, чим вища добротність і постійна часу кола та чим вужча 

його смуга пропускання і менша амплітуда зовнішнього збудження, тим пові-

льніше в такому колі протікають перехідні процеси. 

 

Перехідні процеси при різних частотах    та  о 

 

Нехай частота    зовнішньої гармонічної косинусоїдної ЕРС не співпа-

дає з резонансною частотою  0  RLC-кола, а початкова фаза зовнішньої ЕРС  

.2e   У цьому випадку вираз для перехідного струму кола має вигляд 

.tsincoseItcossineI)2t(cosIi 0
t

m

0

o
t

mm 



   

В області дуже малих розстройок, коли 
0

 , маємо      

t 

i 

Рис. 1.19. Коливальний  

перехідний процес в RLC-колі 

при включенні гармонічної 

ЕРС (ω = ω0) 

R

Em  

0 
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)sintcoscost(sineI)t(sinIi 00
t

mm    , 

або інакше – 

.)t(sineI)t(sinIi 0
t

mm                       (1.152) 

Якщо в колі втрат немає ( = 0), то перехідний струм являє собою суку-

пність двох гармонічних коливань з близькими частотами, однаковими амплі-

тудами та протилежними початковими фазами. При складанні цих двох коли-

вань виникають так звані биття – 

.t
2

cost
2

sinI2

)t(sinI)t(sinIi

00
m

0mm
























                    (1.153) 

Як видно із співвідношення (1.153) та показано на рис. 1.20, в разі ви-

никнення биттів амплітуда струму в  колі повільно змінюється за законом  

.t
2

sinI2)t(I 0
mm


                  (1.154) 

Частота струму в колі дорівнює  

.2)(
0к

  При цьому максимальне значення 

струму може в два рази перевищувати амплітуду 

вимушеної складової струму. 

Виникнення биттів при підключенні джере-

ла гармонічної напруги до кола другого порядку 

без втрат пояснюється тим, що внаслідок неспів-

падання частот зовнішнього коливання та частоти власних коливань кола фа-

зові співвідношення між вільною та вимушеною складовими струму  безпере-

рвно змінюються, причому різниця фаз цих складових лінійно наростає в часі 

– 

.t)()t(
0

  

В ті моменти часу, коли різниця фаз дорівнюватиме  k2 , де  n,0k  , 

сума миттєвих значень вимушеної та вільної складових струму буде максима-

льною, а коли різниця фаз дорівнюватиме   )1k2( , ця сума матиме мініма-

льне значення. Частоту повторювання максимумів обвідної струму (рис. 1.20) 

називають частотою биттів. Таким чином, кутова частота биттів дорівнює аб-

солютному значенню різниці кутових частот 

вільної та вимушеної складових струму – 

.0б    

t 

i 

Рис. 1.20. Биття в колі  

другого порядку без втрат 

0 

t 

i 

Рис. 1.21. Згасаючі биття в 

реальному RLC-колі 

0 

2Im 

-2Im 

-Im 

Im 



53 

 

В реальних колах другого порядку биття носять згасаючий характер 

(рис. 1.21), оскільки коефіцієнт згасання таких кіл є завжди ненульовим і ві-

льна складова  струму зменшується в часі за експоненціальним законом. 

1.4. Часові характеристики лінійних кіл 

1.4.1. Типові імпульсні збудження та їх властивості 

Якщо зовнішнє електричне збудження, що діє на лінійне коло, має до-

вільну форму, то найкращий результат при аналізі кола в будь-якому режимі, 

в тому числі і в перехідному, можна отримати в разі використання методу на-

кладання. В цьому випадку зовнішнє збудження  s(t)  представляють у вигляді 

лінійної комбінації однотипних елементарних складових  )t(sk – 


k

kk .)t(s)t(s  

Реакцію кола на таке збудження шукають у вигляді лінійної комбінації 

часткових реакцій  )t(xk  на дію кожної з елементарних складових зовнішньо-

го збудження окремо – 


k

kk .)t(x)t(x  

Якщо виходити з результатів, отриманих при аналізі кіл в усталеному 

та перехідному режимах, то можна зробити висновок, що при певному вигля-

ді елементарного збудження  )t(sk  вигляд реакції кола  )t(xk  буде залежати 

лише від топології схеми та параметрів її елементів. 

Систему функцій  )t(sk   треба вибирати так, щоб, по-перше, їх сукуп-

ність дозволяла представити будь-яке зовнішнє збудження  s(t), що має фізи-

чний смисл, а по-друге, визначення реакцій кола на збудження  )t(sk   повинні 

бути якомога простішими. 

При дослідженні динамічних властивостей лінійних кіл, тобто їх пове-

дінки в неусталеному режимі, найбільше розповсюдження одержали елемен-

тарні або типові імпульсні збудження у вигляді одиничного стрибка, який ще 

називають функцією Хевісайда або одиничним ступінчастим збудженням, та 

у вигляді одиничного імпульса, що частіше іменується  -функцією, або фун-

кцією Дірака. 

 

Одиничне ступінчасте збудження 
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Одиничне ступінчасте збудження, або одиничний стрибок, задають за 

допомогою одиничної функції часу  1(t). Стосовно електричного кола таке 

збудження являє собою одиничні незмінні напругу або струм, які підключа-

ються до кола в момент часу  t = 0  і відповідають законові: 

















.0t,0

;0t,21

;0t,1

)t(1                                         (1.155) 

Іноді говорять, що при  t = 0  функція  1(t)  невизначена, тоді 










.0t,0

,0t,1
)t(1                                         (1.156) 

Якщо одинична функція (рис. 1.22, а) зміщується в часі відносно моме-

нту  t = 0, то у випадку, коли  інтервал зміщення   > 0 (рис. 1.22, б), маємо 

    









.t,0

,t,1
)t(1     (1.157) 

Якщо ж   < 0 (рис. 1.22, в), то 

 










.t,0

,t,1
)t(1  (1.158) 

За допомогою одиничного сту-

пінчастого збудження будь-яка фун-

кція часу  s(t)  може бути представ-

лена у вигляді добутку  .)t(1)t(s   Цей 

добуток дорівнює нулю при  t < 0 і 

дорівнює  s(t)  при  0t  . Наприклад, 

коли коло підключається до джерела 

постійної напруги величиною  U0 ,  

то 

.)t(1Uu
0
                                            (1.159) 

Вираз (1.159) показує, що напруга  u(t)  стрибкоподібно зростає до ве-

личини  U0  тільки в момент вмикання (t = 0), а далі діє безперервно, залиша-

ючись незмінною. Якщо збудження U0 підключається до кола не в момент ча-

су t = 0, а із запізненням на , то його можна записати за допомогою одинич-

ної функції з іншим аргументом – 

.)t(1Uu 0                                         (1.160) 

За допомогою функції одиничного стрибка можна представити велику 

1(t) 

1 

1(t-

τ) 

0 

1 

τ t 

t 

t -τ 

1(t+

τ) 1 

Рис. 1.22. Функція одиничного  

ступінчастого збудження 

 

а) 

 

 

 

 

 

б) 

 

 

 

 

в) 

0 

0 
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кількість різноманітних сигналів. Наприклад, прямокутний відеоімпульс на-

пруги з амплітудою U0 та тривалістю  і  можна записати за допомогою спів-

відношення 

.))t(1)t(1(Uu і0   

Якщо ж напруга або струм має більш складну форму (рис. 1.23), то в 

цьому випадку сигнал можна представити за допомогою суми  n  ступінчас-

тих функцій – 





n

0k
k

,)tkt(1s)t(1)0(s)t(s                        (1.161) 

де ks – мале прирощення функції  s(t); t  – крок дискретизації функції 

s(t). 

Нехай крок дискретизації t  

функції s(t)  зменшується, тобто 

0t  , тоді дискретну змінну вели-

чину tk  можна замінити безперерв-

ною  , а малі прирощення функції ks  

– диференціалами  .d
d

ds
ds 


  В ре-

зультаті отримаємо формулу для так 

званого динамічного представлення 

довільного сигналу за допомогою фу-

нкції Хевісайда – 

                                








0

.d)t(1
d

)(ds
)t(1)0(s)t(s                          (1.162) 

Слід однак зазначити, що динамічне представлення (1.162) не є єдино 

можливим. 

 

Дельта-функція, або функція Дірака 

 

Розглянемо прямокутний ві-

деоімпульс, що має тривалість  t  

та амплітуду  t1   (рис. 1.24, а). 

Очевидно, що площа цього імпуль-

су дорівнює одиниці і не залежить 

від його тривалості  t. Якщо три-

валість такого імпульсу зменшува-

s(t) 

s(0) 

Δsk-1 

Δs1 

t 2Δt (k-

1)Δt 

kΔt 

Рис. 1.23. Представлення складного 

сигналу сумою ступінчастих функцій 

t 0 

s(t) 

t1 

 

δ(t – 

t0) 

t0 t 

t 

t 0 

δ(t) 

Рис. 1.24. До визначення δ-функції, 
або функції Дірака 
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ти, то його амплітуда зростатиме і у випадку, коли  0t  , вона стане не-

скінченно великою, хоча площа імпульсу залишиться рівною одиниці. 

Імпульс нескінченно малої тривалості та нескінченно великої ампліту-

ди, площа якого дорівнює одиниці, називається дельта-функцією, або функці-

єю Дірака. У загальному випадку ця функція позначається ,)tt(
0

  зображу-

ється як показано на рис. 1.24, б і аналітично записується:  










.tt,

,tt,0
)tt(

0

0
0                                     (1.163) 

Для випадку, коли  t0 = 0, зображення -функції приведено на рис. 1.24, 

в, а в аналітичній формі маємо 










.0t,

,0t,0
)t(                                       (1.164) 

Згідно з визначенням  -функція характеризується властивістю норму-

вання, оскільки 

 








 .1dt)t(dt)tt(
0

                              (1.165) 

Найбільш цінними властивостями -функції є ті її особливості, що про-

являються в разі її взаємодії з довільними функціями часу. Так, добуток де-

якої обмеженої функції часу s(t) та -функції виду  )tt(
0

  дорівнює 










.tt,)0()t(s

,tt,0
)tt()t(s

00

0

0                       (1.166) 

Отже, можна записати, що 

.)tt()t(s)tt()t(s
000

                            (1.167) 

Тобто, такий добуток дорівнює  -функції, вага або площа якої уже не 

дорівнює одиниці згідно з властивістю нормування, а визначається значенням 

функції  s(t)  в момент часу, коли існує  -функція. Якщо співвідношення 

(1.167) проінтегрувати, то одержимо 

 
  










2t

1t

2t

1t 210

2100
000

.t,tt,0

,t,tt,)t(s
dt)tt()t(sdt)tt()t(s    (1.168) 

Тобто, результат інтегрування дорівнює або значенню функції  s(t) в 

момент часу  
0

tt  , якщо він належить інтервалу інтегрування, або нулю, як-

що цей момент в інтервал інтегрування не потрапляє. 

Таким чином, за допомогою -функції можна виділити значення дові-

льної функції  s(t)  в будь-який момент часу  t0. Цю особливість функції Діра-
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ка називають властивістю фільтрації і широко використовують на практиці 

для отримання відліків сигналів в задані моменти часу. 

Якщо у виразі (1.168) здійснити підстановку  -функції, яка безперерв-

но зміщується відносно початку координат, то отримаємо співвідношення для 

динамічного представлення довільного сигналу за допомогою функції Дірака: 






 .d)t()(s)t(s                                   (1.169) 

Між функцією Дірака  (t)  та функцією Хевісайда  1(t)  існує однознач-

ний зв’язок – 






t

.)t(1dt)t(                                        (1.170) 

Дійсно, якщо  t < 0, то функція  (t) та її інтеграл дорівнюють нулю. 

Якщо ж аргумент  t  зростає, то в момент часу  t = 0  значення інтегралу стри-

бком збільшується на одиницю і залишається таким при будь-якому  t > 0. 

Аналогічно для функції  )tt(
0

  





t

00 .)tt(1dt)tt(                            (1.171) 

З іншого боку 

,)t(1
dt

d
)t(                                      (1.172) 

або 

.)tt(1
dt

d
)tt(

00
                            (1.173) 

 

Вирази (1.172) та (1.173) є справедливими, оскільки в першому випадку 

похідна  0)t(1
dt

d
   при  0t    і ця ж похідна )t(1

dt

d
, якщо  t = 0. В друго-

му випадку похідна  0)tt(1
dt

d
0
   при  

0
tt    і   ,)tt(1

dt

d
0

  якщо  t = t0. 

Строге обґрунтування математичних операцій над одиничною ступін-

частою функцією та функцією Дірака наведено в математичній теорії уза-

гальнених функцій. 
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1.4.2. Перехідна та імпульсна характеристики лінійних кіл 

Часовою характеристикою лінійного кола називається функція часу, 

значення якої чисельно визначаються реакцією кола на типове імпульсне збу-

дження. 

Реакція кола на задане типове збудження залежить лише від конфігура-

ції кола та параметрів його елементів і тому може служити характеристикою 

цього кола. Часові характеристики визначають для лінійних кіл, які не мають 

у своєму складі незалежних джерел енергії та починають свою роботу при 

нульових початкових умовах. 

В залежності від того, яке типове імпульсне збудження вибрано, розріз-

няють перехідні та імпульсні часові характеристики. 

 

Перехідна характеристика лінійного кола 

 

Нехай маємо довільне лінійне коло, що не має в своєму складі незалеж-

них джерел струму та напруги. Зовнішнє збудження кола являє собою неоди-

ничний стрибок напруги або струму  )t(1S)t(s  , а реакція кола на це збу-

дження при нульових початкових умовах дорівнює  x(t). 

Якщо час  0t  , то зовнішнє збудження, тобто напруга або струм на 

вході кола, не змінюється. Однак при цьому змінюються напруги і струми на 

всіх інших ділянках кола, а значить змінюється в часі і його реакція. З плином 

часу коло переходить з одного усталеного стану в інший. Саме такий перехід 

і визначається перехідною характеристикою кола. 

Перехідною характеристикою  h(t)  лінійного кола, що не містить в собі 

незалежних джерел енергії, називається відношення реакції цього кола  x(t)  

на дію неодиничного стрибка напруги або струму до величини цього стрибка   

S  при нульових початкових умовах – 

.
S

)t(x
)t(h                                           (1.174) 

З виразу (1.174) виходить, що перехідна характеристика  h(t) = x(t), якщо ве-

личина стрибка  S = 1, тобто у випадку, коли зовнішнє збудження має вигляд 

одиничного стрибка. 

Таким чином, перехідна характеристика лінійного кола чисельно дорів-

нює реакції кола на збудження у вигляді одиничного стрибка напруги або 

струму при нульових початкових умовах. Це означає, що перехідна характе-

ристика дає уявлення про перехідні процеси в колі при його підключенні до 

джерела постійної напруги величиною  1 В  або до джерела струму величи-
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ною  1 А. Очевидно, що аналіз цих процесів, а значить і визначення перехід-

них характеристик, можна здійснити за допомогою будь-якого з раніше розг-

лянутих методів аналізу перехідних процесів. 

В залежності від того, що є збудженням кола та його відгуком (реакці-

єю) на це збудження, розрізняють декілька різновидів перехідних характерис-

тик. 

Якщо збудження задано у вигляді стрибка напруги  U, а реакцією кола є 

миттєва напруга на деякій ділянці кола, то перехідна характеристика буде 

безрозмірною і називатиметься перехідною характеристикою кола відносно 

напруги – 

.
U

)t(u
)t(hu                                          (1.175) 

Якщо ж реакцією кола є миттєвий струм будь-якої вітки, то перехідна 

характеристика має розмірність провідності і називається перехідною провід-

ністю – 

.
U

)t(i
)t(y)t(h y                                    (1.176) 

В разі заданого збудження у вигляді стрибка струму  I  та реакції у ви-

гляді миттєвої напруги  u(t)  перехідна характеристика має розмірність опору 

і називається перехідним опором – 

.
I

)t(u
)t(z)t(h z                                  (1.177) 

Якщо ж при такому вхідному збуджені реакцією кола є миттєвий струм  

i(t), то перехідна характеристика буде безрозмірною і називатиметься перехі-

дною характеристикою кола відносно струму – 

.
I

)t(i
)t(h і                    (1.178) 

Для прикладу знайдемо перехідні харак-

теристики простого Г-подібного RC-чоти-

риполюсника (рис. 1.25),  якщо  зовнішнім  

збудженням  є  напруга  U джерела постійної 

ЕРС  Е, а відгуками – струм i(t) в колі та на-

пруга на ємності uC(t). Тобто визначенню підлягають перехідна провідність  

Ui)t(h y   та перехідна характеристика кола відносно напруги на ємності  

.Uu)t(h Cu    

uC 
U1 E 

Рис. 1.25. До визначення 

перехідних характеристик 

RC-кола 

С 
R 

i S 
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Як видно з викладеного, для знаходження цих характеристик необхідно 

розрахувати перехідні процеси в колі при підключенні до нього постійної на-

пруги  U. 

Оскільки аналізу підлягає коло першого порядку, то для знаходження 

перехідного струму та напруги можна скористатись спрощеним методом ана-

лізу перехідних процесів, що викладений в підрозділі 1.2.2. При цьому будь-

який струм або напругу можна знайти за допомогою універсального співвід-

ношення 

  .e)(x)0(x)(x)t(x

t




   

У схемі на рис. 1.25 початкові умови є нульовими ( 0)0(uC  ), тому 

при знаходженні струму i(t) треба враховувати, що  ,RU)0(i)0(x    

0)(i)(x  , а постійна часу кола  RC . Тоді струм в колі дорівнює 

.e
R

U
i RC

t


                                            (1.179) 

Перехідна провідність кола дорівнює 

.e
R

1

U

)t(i
)t(h

t

y




                                   (1.180) 

Щоб знайти напругу uC(t), слід врахувати, що  ,0)0(uC  а U)(uC  , 

тому 

,)e1(Uu RC

t

C



  

а перехідна характеристика відносно напруги на ємності має вигляд 

.e1
U

)t(u
)t(h RC

t

C
u



                                (1.181) 

Як видно з виразів (1.180) та (1.181), перехідна характеристика )t(h y  

має розмірність провідності, а перехідна характеристика )t(hu  – безрозмірна. 

Таким чином, методика визначення перехідних характеристик лінійних 

кіл нічим не відрізняється від методики аналізу перехідних процесів у таких 

колах при підключенні джерел постійної напруги або струму. 
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Імпульсна характеристика лінійного кола 

 

Нехай зовнішнє збудження, що діє на лінійне коло, має вигляд нескін-

ченно короткого імпульсу нескінченно великої амплітуди та обмеженої площі  

S. Тоді це збудження можна записати у вигляді 

.)t(S)t(s                                            (1.182) 

Імпульсною характеристикою  g(t)  лінійного кола, яке не має в своєму 

складі незалежних джерел енергії, називається відношення реакції цього кола  

)t(x  на збудження у вигляді нескінченно короткого імпульсу нескінченно ве-

ликої амплітуди та скінченної площі до площі  S  цього імпульсу при нульо-

вих початкових умовах. Тобто згідно з визначенням 

.
S

)t(x
)t(g                                             (1.183) 

Як видно з виразу (1.183), імпульсна характеристика кола чисельно до-

рівнює реакції кола на збудження у вигляді імпульсу нескінченно малої три-

валості та нескінченно великої амплітуди з одиничною площею, тобто функ-

ції Дірака. 

Як і перехідна характеристика кола, імпульсна характеристика має де-

кілька різновидностей, вигляд яких визначається вибором типу збудження та 

виду реакції кола. 

Якщо перехідна характеристика ілюструє перехід лінійного кола з од-

ного усталеного режиму в інший, то імпульсна характеристика дає уявлення 

про вільний перехідний процес в колі, оскільки збудження у вигляді -функції 

існує лише в момент часу  t = 0. Дійсно, враховуючи, що амплітуда, а значить, 

і потужність  -функції нескінченно великі, струм через індуктивність або на-

пруга на ємності в момент часу  t = 0  можуть змінюватися стрибкоподібно. 

При цьому в реактивних елементах кола миттєво створюється деякий запас 

енергії. В момент часу  t = 0+  збудження у вигляді  -функції уже не існує, а в 

колі розпочинається вільний перехідний процес за рахунок накопиченої ра-

ніше в реактивних елементах енергії маг-

нітного та електричного поля. 

Раніше було встановлено, що 

.
dt

)t(1d
)t(   

Однак реакція кола на збудження у 

вигляді одиничного стрибка є перехідною 

h(t) 

0 

t 

t 

t 
Рис. 1.26. До визначення зв’язку 

між імпульсною та перехідною 

характеристиками кола 

 

а) 

 

 

б) 

 

 

в) 

h(0) 

h1(t) 

h2(t) 
0 

0 

h(0) 
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характеристикою  )t(h   цього кола. Оскільки предметом аналізу є лінійні ко-

ла, для яких наслідки знаходяться в тих самих співвідношеннях, що й причи-

ни, які їх викликають, то реакція кола на збудження у вигляді  -функції по-

винна дорівнювати похідній від реакції кола на збудження у вигляді одинич-

ного стрибка. Іншими словами, оскільки  -функція дорівнює похідній від 

функції одиничного стрибка, то імпульсна характеристика кола  g(t)  є похід-

ною від перехідної характеристики  h(t) – 

.
dt

)t(dh
)t(g                     (1.184) 

Зазначимо, що вираз (1.184) не можна використовувати у випадку, коли 

перехідна характеристика стрибкоподібно змінюється в момент часу  t = 0 

(рис. 1.26, а). Як видно з рис. 1.26, б та рис. 1.26, в, перехідну характеристику, 

у якої  h(0) 0 , можна записати у вигляді 

).t(1)0(h)t(h)t(h)t(h)t(h
121

                       (1.185) 

Тоді для імпульсної характеристики отримаємо 

.)t()0(h
dt

)t(dh

dt

)t(dh
)t(g 1   

Оскільки в останньому виразі похідна  dt)t(dh1   для будь-яких значень 

аргументу t, окрім t = 0, дорівнює похідній  dt)t(dh , то остаточно для імпу-

льсної характеристики отримаємо 

.)t()0(h)t(1
dt

)t(dh
)t(g                           (1.186) 

Наявність у виразі (1.186) добутку   )t(1dt)t(dh   означає, що при  t < 0  

і значення перехідної характеристики  h(t), і значення її похідної  dt)t(dh  до-

рівнюють нулю. Інтегруючи вираз (1.184), одержимо рівняння зв’язку між 

перехідною та імпульсною  характеристиками кола 

.dt)t(g)t(h

t




                                    (1.187) 

Для визначення імпульсної характеристики кола можна скористатись не 

тільки розрахунковим, але й експериментальним методом. 

В основу експериментального методу покладено той факт, що реакцію 

лінійного кола на імпульсне збудження малої тривалості можна наближено 

знайти у вигляді добутку імпульсної характеристики та площі цього імпульсу 

незалежно від його форми –  

S)t(g)t(x  .                                     (1.188) 
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З виразу (1.188) одержимо 

.
S

)t(x
)t(g                                        (1.189) 

Вираз (1.189) буде тим точніший, чим менша тривалість імпульсу збу-

дження. Ця тривалість повинна бути набагато меншою ніж час практичної 

тривалості перехідних процесів у колі. Імпульс збудження можна вважати до-

статньо коротким, якщо його тривалість буде більше ніж на порядок меншою 

в порівнянні з постійною часу кола або в порівнянні з періодом його власних 

коливань. 

Для аналітичного знаходження імпульсної характеристики кола най-

більш зручним є використання співвідношення (1.186). Розглянемо приклад 

застосування цього методу для знаходження імпульсних характеристик кола, 

що зображене на рис. 1.25. 

Використовуючи вирази (1.180) та (1.181) для знайдених у попередньо-

му розділі перехідних характеристик  )t(h y  і )t(hu  цього кола, за допомогою 

співвідношення (1.186) одержимо 

.e
RC

1
)t()0(h)t(1)t(h)t(g

,)t(
R

1
e

CR

1
)t()0(h)t(1)t(h)t(g

RC

t

uuu

RC

t

2yyy













 

Як видно з першого з отриманих виразів у випадку, коли  0)0(h  , одна 

зі складових отриманої імпульсної характеристики являє собою функцію Ді-

рака, вага якої дорівнює величині стрибка перехідної характеристики кола в 

момент часу  t = 0+ .  
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Р о з д і л  2  

ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ЛІНІЙНИХ 

ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

2.1. Математичні основи операційного обчислення 

2.1.1. Поняття про перетворення Лапласа 

В теорії електричних кіл для розв’язування лінійних диференціальних 

та інтегро-диференціальних рівнянь знайшов широке застосування так званий 

операторний метод, що використовує перетворення Лапласа. 

Сутність цього методу полягає в тому, що функції дійсної змінної вели-

чини t перетворюють в функції комплексної змінної величини   jp  та-

ким чином, щоб замість диференціальних та інтегро-диференціальних рівнянь 

електричної рівноваги отримати алгебраїчні рівняння. Після розв’язання цих 

рівнянь здійснюють зворотний перехід від функцій комплексної змінної ве-

личини  p  до функцій дійсної змінної величини t. Такий підхід значно спро-

щує розв’язування диференціальних та інтегро-диференціальних рівнянь еле-

ктричних кіл, а значить, і процес аналізу перехідних процесів у цих колах. 

Перехід від функції дійсної змінної величини t до функції комплексної 

змінної величини  p  здійснюється за допомогою прямого перетворення Лап-

ласа: 

,dte)t(x)p(X

;dte)t(s)p(S

0

pt

0

pt















                                             (2.1) 

де  s(t)  і  x(t) – вхідне збудження кола та реакція останнього на це збу-

дження відповідно; S(p) і X(p) – комплексні зображення за Лапласом вхідного 

збудження та реакції кола. 

Зворотний перехід від функції комплексної змінної величини p до фун-

кції дійсної змінної величини t здійснюють, користуючись оберненим пере-

творенням Лапласа: 

.dpe)p(X
j2

1
)t(x

;dpe)p(S
j2

1
)t(s

j

j

pt

j

j

pt



















                                      (2.2) 
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Функції s(t) і x(t) називають оригіналами, а функції S(p) і X(p) – зо-

браженнями цих оригіналів за Лапласом або просто зображеннями. Для того, 

щоб функція дійсної змінної величини t мала зображення, необхідно, щоб во-

на: 

– задовольняла умовам Дирихле, тобто мала на всій осі змінної t скін-

ченне число екстремумів та скінченне число розривів першого роду; 

– дорівнювала б нулю для від’ємних значень t; 

– в інтервалі часу ),0(t   функції s(t) і x(t) не повинні зростати швид-

ше, ніж деяка показникова функція 

,Me)t(s t                                             (2.3) 

де  M  та    – довільні додатні числа. 

Таким чином, при використанні перетворення Лапласа немає необхід-

но-сті вимагати абсолютної інтегрованості функцій часу, як це було у випадку 

використання перетворення Фур’є. У зв’язку з цим перетворення Лапласа 

вважається більш універсальним, оскільки може бути застосоване до більш 

широкого класу функцій, ніж перетворення Фур’є. 

2.1.2. Основні властивості перетворення Лапласа 

Нагадаємо основні властивості перетворення Лапласа, що відомі з кур-

су вищої математики. 

1. Властивість лінійності. 

Якщо 





n

1k

k )t(s)t(s ,                                                (2.4) 

то 





n

1k

k )p(S)p(S .                                              (2.5) 

Тобто зображення суми функцій дійсної змінної величини  t  дорівнює 

сумі зображень кожної функції окремо. 

2. Диференціювання оригіналу. 

Якщо функції s(t) дійсної змінної величини t відповідає зображення 

S(p), що в аналітичній формі записується )p(S)t(s  , то 
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.
dt

)0(sd
p)p(Sp

dt

)t(sd

..................................................

),0(s)0(ps)p(Sp
dt

)t(sd

,)0(s)p(pS
dt

)t(ds

                      (2.6) 

При нульових початкових умовах, коли значення функції s(t) та її похі-

дних при  t = 0 дорівнюють нулю, одержимо 

.)p(Sp
dt

)t(sd n

n

n

                                             (2.7) 

З виразу (2.7) видно, що при нульових початкових умовах n-кратному 

диференціюванню оригіналу відповідає  n-кратне множення зображення на 

оператор р. 

3. Інтегрування оригіналу. 

Якщо )p(S)t(s  , то 

 

t

0
p

)p(S
dt)t(s  .                                            (2.8) 

Тобто операції інтегрування оригіналу в границях від 0 до t відповідає 

ділення його зображення на оператор р. 

4. Теорема запізнення. 

Якщо  )p(S)t(s  , то 

.)p(Se)t(s p                                           (2.9) 

Тобто запізненню оригіналу на інтервал часу    відповідає множення 

зображення на множник pe . 

5. Теорема зміщення. 

Якщо )p(S)t(s  , то 

.)t(se)p(S t  
                                     (2.10) 

Тобто замінюванню в зображенні оператора р на оператор ( p ) від-

повідає множення оригіналу на множник .e t
 

6. Множення зображень або теорема згортання. 

Якщо  )p(S)t(s 11  , а  )t(S)t(s 22  , то 
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t

0

12

t

0

2121 .d)t(s)(sd)t(s)(s)p(S)p(S                   (2.11) 

Тобто множенню зображень відповідає операція згортання оригіналів. 

Вираз (2.11) являє собою одну з форм запису так званого інтеграла Дюамеля, 

який широко використовується при аналізі кіл для знаходження реакції кола 

на задане збудження довільної форми. 

7. Теорема розкладання. 

Нехай зображення S(p) має вигляд раціонального дробу 

,
apa...papa

bpb...pbpb

)p(N

)p(M
)p(S

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m










            (2.12) 

у якого степінь багаточлена  M(p) менший за степінь багаточлена N(p), 

а коефіцієнти kk b,a  – дійсні числа. Якщо корені pk рівняння 0)p(N   різні, 

то оригінал визначається співвідношенням 

.e
)p('N

)p(M
)t(s

n

1k

tkp

k

k


                                      (2.13) 

Якщо ж рівняння  0)p(M   має один нульовий корінь, тобто 

)p(pN)p(N 1 , то оригінал можна також знайти  і за допомогою виразу 

.e
)p(Np

)p(M

)0(N

)0(M
)t(s

n

1k

tp

k
'
1k

k

1

k


                              (2.14) 

Якщо серед коренів рівняння 0)p(N   є кратні, то вираз для знахо-

дження оригіналу шуканої функції значно ускладнюється і тут не наводиться. 

Теорема розкладання разом з іншими властивостями перетворення Ла-

пласа дають можливість скласти таблиці зображень та оригіналів, які приско-

рюють знаходження зображень конкретних оригіналів, та навпаки. 

Деякі операторні відповідності, що зустрічаються найчастіше, наведені 

в табл. 2.1. 

                                                                                                         Таблиця 2.1 

Оригінал Зображення Оригінал Зображення 

1.         )t(  1 
7.         )e1(

1 t


 
)p(p

1


 

2.          )t(1  p1  
8.         tsin

1



 

)p(

1
22 

 

3.            t 2p1  9.          tcos  

)p(

p

22 
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4.  
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2.2. Закон Ома в операторній формі 

Розглянемо послідовне  RLC-коло, до якого в момент часу t = 0 при не-

нульових початкових умовах підключається ЕРС  e(t)  (рис. 2.1). 

Оскільки  0)0(iL   і 0)0(uC  , то відповідно до другого закону 

Кірхгофа для миттєвих напруг та струмів отримаємо таке інтегро-

диференціальне рівняння: 

)t(e)0(uidt
C

1

dt

di
LRi C

t

0

  .  (2.15) 

Нехай заданій ЕРС e(t) та шуканому 

струму i(t) відповідають зображення E(p) і 

I(p). Оскільки початкова напруга на ємності 

)0(U)0(u CC    є величиною постійною, то 

.
p

)0(U
)0(u C

C


                                            (2.16) 

На основі властивості лінійності перетворення Лапласа, а також  теорем 

про диференціювання та інтегрування оригіналів рівнянню (2.15) можна пос-

тавити у відповідність таке операторне рівняння: 

.)p(E
p

)0(U
)p(I

pC

1
)0(Li)p(pLI)p(RI C  

               (2.17) 

Співвідношення (2.17) є виразом, який складений за другим законом 

Кірхгофа для даного кола при ненульових початкових умовах в операторній 

формі. Цей вираз можна переписати у вигляді 

,
p

)0(U
)0(Li)p(E)p(I

pC

1
pLR C 

 







                     (2.18) 

або інакше – 

)p(Ê)p(I)p(Z  ,                                        (2.19) 

i(t) 
R L 

C e(t) 

Рис. 2.1. Підключення до  

послідовного RLC-кола ЕРС e(t) 
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де  )pC1pLR()p(Z операторний опір кола;  

p)0(U)0(Li)p(EÊ C    – приведена операторна ЕРС, що діє в ко-

лі. 

Приведена операторна ЕРС )p(Е̂  враховує, окрім зовнішньої ЕРС )p(E ,  

ненульові початкові умови в колі: струми в індуктивностях та напруги на єм-

ностях в момент часу безпосередньо після комутації. Причому напрямок ЕРС 

додаткового джерела  )0(Li   збігається з напрямком початкового струму 

)0(i  , а напрямок ЕРС додаткового джерела p)0(UC   визначається полярні-

стю початкової напруги )0(UC   і є протилежним до неї. 

Введення поняття приведеної ЕРС дозволяє звести задачу з ненульови-

ми початковими умовами до розв’язування задачі з нульовими початковими 

умовами. Якщо ж в момент комутації початкові умови нульові ( 0)0(iL  , 

)0)0(uC  , то  )p(E)p(Ê    і рівняння (2.19) матиме вигляд 

)p(E)p(I)p(Z                                                (2.20) 

Виходячи  з виразу (2.20), операторний опір кола Z(p) можна визначити 

як відношення зображення напруги, прикладеної до кола, до зображення 

струму в цьому колі при нульових початкових умовах: 

.
)p(I

)p(U
)p(Z                                                    (2.21) 

Якщо в цьому разі до співвідношень між миттєвими напругами та 

струмами в пасивних елементах кола – 

dt

di
Lu,idt

C

1
u,iRu

LCR
   

застосувати перетворення Лапласа, то отримаємо 

.)p(IpL)p(U,)p(I
pC

1
)p(U,)p(RI)p(U LCR            (2.22) 

На основі виразів (2.21) та (2.22) можна записати вирази для оператор-

них опорів пасивних елементів кола: 

.pL)p(Z;
pC

1
)p(Z;R)p(Z LCR                      (2.23) 

Величину Y(p), обернену до операторного опору Z(p), називають опера-

торною провідністю – 

.
)p(U

)p(I

)p(Z

1
)p(Y                                          ( 2.24) 

Для пасивних елементів кола матимемо 



70 

 

.
pL

1
)p(Y,pC)p(Y,

R

1
)p(Y LCR                    (2.25) 

Операторний опір Z(p) та операторна провідність  Y(p)  формально від-

різняються від комплексного опору Z(j) та комплексної провідності  Y(j)  

тільки тим, що в перших місце уявного оператора  j  займає комплексний 

оператор   p =  + j. Тобто 

.)j(Y)p(Y,)j(Z)p(Z pjpj                           (2.26) 

Очевидно, що методика знаходження операторних опорів складних кіл 

не відрізняється від методики знаходження комплексних опорів цих кіл. 

Для запису рівняння закону Ома в операторній формі можна скориста-

тись виразом (2.19). В результаті отримаємо 

.
)p(Z

)p(Ê
)p(I                                                 (2.27) 

 

Якщо ж початкові умови в колі нульові, то закон Ома в операторній 

формі запишеться 

.
)p(Z

)p(U
)p(I,

)p(Z

)p(E
)p(I                                   (2.28) 

 

Таким чином, рівнянню електричної рівноваги (2.19), яке складене в 

операторній   формі  для   післякомутаційного  RLC-кола,  що   зображене   на  

рис. 2.1, можна поставити у  відповідність  операторну  еквівалентну  

схему,   наведену   на рис. 2.2. 

Операторну еквівалентну схему 

кола можна одержати на основі еквіва-

лентної схеми кола для миттєвих стру-

мів та напруг, якщо в останній пасивні 

елементи замінити їх операторними 

опорами, миттєві струми, напруги та 

ЕРС – їх зображеннями, а ненульові по-

чаткові умови врахувати шляхом вве-

дення в схему додаткових джерел ЕРС  Li(0+)  та  p)0(UC  .  

Останнє дозволяє стверджувати, що при ненульових початкових умовах 

в операторній схемі заміщення ємність можна розглядати як незалежне дже-

рело ЕРС   p/)0(U
C 

  з внутрішнім опором  1/pC , а індуктивність – як неза-

p

)0(Uc   

pC

1

 Рис. 2.2. Еквівалентна операторна 

схема послідовного RLC-кола 

I(p

) 

R pL 

Li(0+

) 

E(p) 
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лежне джерело ЕРС  )0(Li


  з внутрішнім опором  pL. Зрозуміло, що ці дже-

рела ЕРС при необхідності можна перетворити в еквівалентні джерела струму  

)0(Cu
C 

  та  p)0(i


  з внутрішніми провідностями  pC  та  pL1   відповідно. 

При цьому згідно із загальними правилами перетворення джерела ЕРС в дже-

рело струму переходять від послідовних операторних схем заміщення до па-

ралельних. 

2.3. Закони Кірхгофа в операторній формі 

Згідно з першим законом Кірхгофа, алгебраїчна сума миттєвих значень 

струмів у будь-якому вузлі електричного кола дорівнює нулю, тобто 





n

1k

.0)t(i
k

 

Застосуємо властивість лінійності перетворення Лапласа до цього рів-

няння. Тоді одержимо 





n

1k

k .0)p(I                                            (2.29) 

Як видно із  виразу (2.29), алгебраїчна сума зображень струмів, що схо-

дяться в будь-якому вузлі кола, дорівнює нулю. Це і є формулювання першо-

го закону Кірхгофа в операторній формі. 

Згідно з другим законом Кірхгофа для будь-якого контура електричного 

кола можна скласти рівняння для миттєвих значень спадів напруг на пасив-

них елементах та миттєвих ЕРС, що входять в цей контур. При цьому алгеб-

раїчна сума миттєвих спадів напруг на елементах контура дорівнює алгебраї-

чній сумі миттєвих ЕРС, що включені в цей контур. Тобто 

 
 


n

1k

m

1k

kk .)t(e)t(u  

Застосовуючи перетворення Лапласа до лівої та правої частини цього 

рівняння, отримаємо 

 
 


n

1k

m

1k

kk ,)p(E)p(U                                    (2.30) 

де  p)0(U)0(iL)p(I)p(Z)p(U CkLkkkkk    – операторна напруга на 

k-й вітці контура; )p(Zk  – операторний  опір  k-ї  вітки; )p(Ik – зображення  

струму  

k-ї вітки. 
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Складові, що обумовлені ненульовими початковими умовами, можна 

перенести в праву частину рівняння (2.30). Тоді в лівій частині цього рівняння 

залишаться лише спади напруг на операторних опорах віток схеми, а в правій 

– сума приведених операторних ЕРС в контурі – 

 
 


n

1k

m

1k

kkk ,)p(Ê)p(Z)p(I                                (2.31) 

де )p(Êk  приведена операторна ЕРС k-ї вітки. 

Згідно з виразом (2.31) алгебраїчна сума зображень спадів напруг на 

операторних опорах будь-якого контура кола дорівнює алгебраїчній сумі 

приведених операторних ЕРС, що діють в цьому контурі. Це є формулювання 

другого закону Кірхгофа в операторній формі.  

Таким чином, для операторних еквівалентних схем вирази, записані за 

законами Кірхгофа в операторній формі, збігаються за формою із записом та-

ких рівнянь в комплексній формі. В результаті, для знаходження зображень 

струмів та напруг в еквівалентних операторних схемах застосовуються ті ж 

самі методи розрахунку, що й для кіл гармонічного струму. 

Перехід від отриманих зображень струмів та напруг до їх оригіналів 

можна здійснити як безпосередньо, користуючись зворотним перетворенням 

Лапласа, так і за допомогою інших методів, які полегшують розв’язання  цієї 

задачі. До таких методів відносять табличний метод, що передбачає викорис-

тання таблиць відповідностей, методи, що базуються на використанні теорем 

операційного обчислення, та ін. 

2.4. Загальна схема застосування операторного методу для аналізу 

перехідних процесів 

Розрахунок лінійних кіл операторним методом здійснюється в такій по-

слідовності. 

1. Аналіз електричного кола до моменту комутації та визначення неза-

лежних початкових умов. Здійснюється так само, як і у випадку класичного 

методу аналізу перехідних процесів. 

2. Складання операторної еквівалентної схеми кола після комутації, що 

здійснюється на основі перетворення еквівалентної схеми кола для миттєвих 

значень струмів та напруг шляхом заміни пасивних елементів кола їх опера-

торними опорами, врахування ненульових початкових умов у колі й предста-

влення струмів та напруг ідеалізованих джерел струму і напруги їх оператор-

ними зображеннями. 

При нульових початкових умовах розрахунок кіл можна здійснювати і 

без складання операторних схем заміщення. 
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3. Складання системи рівнянь електричної рівноваги кола в операторній 

формі, яка може бути сформована згідно з операторною схемою заміщення за 

допомогою будь-якого з раніше розглянутих методів аналізу кіл  . 

4. Розв’язування рівнянь електричної рівноваги кола відносно зобра-

жень шуканих струмів та напруг. Здійснюється будь-яким методом, що до-

зволяє розв’язувати системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 

5. Визначення оригіналів шуканих струмів та напруг, що здійснюється 

шляхом застосування властивостей перетворення Лапласа і використання 

таблиць відповідностей оригіналів та зображень. Якщо зображення шуканого 

струму або напруги являє собою відношення двох поліномів комплексної 

змінної величини р, то для отримання оригіналу можна скористатись теоре-

мою розкладання. 

2.5. Розрахунок перехідних процесів операторним методом 

Розглянемо декілька прикладів розрахунку  перехідних процесів опера-

торним методом в простих колах першого порядку з нульовими та ненульо-

вими початковими умовами. 

Нехай в колі, що зображене на рис. 

2.3, треба знайти стум i3(t), якщо до цього 

кола в момент часу t = 0 підключається 

джерело Е постійної ЕРС. 

Очевидно, що в колі мають місце ну-

льові початкові умови, оскільки 

.0)0(i)0(i LL    В такому випадку опе-

раторну схему заміщення кола можна не 

складати і задачу можна розв’язати за допомогою закону Ома та методів пе-

ретворення кіл. 

Щоб знайти зображення )p(I3  шуканого струму, виразимо його через 

операторний струм  )p(I1 , користуючись властивістю подільника струму: 

.

pLR

pLR
R

pE
)p(I;

pLR

pL
)p(I)p(I

;
pL

)pLR(

R1

pL1R1

)p(I

)p(I
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2
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Тоді отримаємо 

.
)RR(pLRR
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pLR

pL

pLR

pLR
R

pE
)p(I

21212

2

2

1

3












         (2.32) 

Поділимо почленно чисельник та знаменник (2.32) на величину 

)RR(L 21   і отримаємо 

Рис. 2.3. Коло першого порядку з 

нульовими початковими умовами 

i1 

R1 

E R2 L i3 i2 

S 
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e21
3
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   , 

де  
21

21
e

RR

)RR(L




  – еквівалентна постійна часу кола. 

Згідно з табл. 2.1 оригінал операторного струму  I3(p)  дорівнює 

e

t

21
3 e

RR

U
)t(i





 .                                       (2.33) 

Як видно з виразу (2.33), шуканий струм 

зменшується від свого найбільшого значення в 

момент часу  t = 0+ до нульового значення, ко-

ли  t . 

Тепер визначимо напругу на ємності в 

піс-лякомутаційному колі, що наведене на рис. 

2.4, якщо в цьому колі, як і у попередньому, 

діє джерело Е постійної ЕРС. 

В даній схемі початкові умови ненульові 

– 

.R
RR

Е
)0(U)0(U

2

21

CC





 

Тому необхідно скласти операторну еквівалентну схему кола після ко-

мутації (рис. 2.5). Згідно із законом Ома в операторній формі для цієї схеми 

отримаємо 

.
p

)0(U
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1

pC1R
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1
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Після нескладних перетворень для зображення шуканої напруги мати-

мемо такий вираз у канонічній формі: 

,
p

1

RR

ER

)1p(p

1

)RR(C

E
)p(U

21

2

e21
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де  CR
1e

  – постійна часу кола після 

комутації. 

За допомогою табл. 2.1 знаходимо ори-

гінал шуканої напруги 
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Рис. 2.4. Коло першого порядку з 

ненульовими початковими  

умовами 

R1 

Е R2 С 

S 

Рис. 2.5. Операторна схема  

заміщення аналізованого кола 
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На рис. 2.6 зображена часова діагра-

ма напруги на ємності. 

Слід зазначити, що дві розглянуті 

вище задачі можна розв’язати набагато 

швидше  спрощеним класичним методом, а 

використання операторного методу аналізу 

кіл є доцільним, якщо аналізоване коло до-

статньо складне, або якщо зовнішнє збу-

дження має складну форму.  

Для прикладу знайдемо напругу  

)t(u2  в колі, що зображене на рис. 2.7, якщо на його вхід в момент часу 0t   

підключається експоненціальна напру-га  
t

1 Ue)t(u  . Як видно з наведеної 

схеми, початкові умови в колі нульові 

0)0(uC  , а значить, операторну схему за-

міщення можна не складати. Вхідна напру-

га, що діє на коло, має зображення  

.
p

U
)p(U1


  

Визначимо зображення напруги  

)p(U2 , скориставшись законом Ома в опе-

раторній формі: 
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 Після нескладних перетворень та позначення  

2
21

21
11 C

RR

RR
a,CR 


  остаточно одержимо 
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    (2.34) 

Щоб знайти оригінал шуканої напруги, можна скористатися теоремою 

розкладання, оскільки зображення  )p(U2   має вигляд відношення поліномів 

комплексної змінної величини  р. 

Корені полінома знаменника виразу (2.34) є дійсними різними числами 

.1p,p 221    

Тому для знаходження оригіналу напруги  )p(U2  можна скористатись 

співвідношенням  (2.13). Для нашого прикладу це співвідношення прийме ви-

гляд  

С 

Рис. 2.7. Схема кола, на яке діє 

експоненціальний імпульс 

R1 

u1 R2 u2 

t 

Е 

uC(t) 

Рис. 2.6. Часова діаграма напруги  

на ємності  uC(t) 
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причому 

.1p2)p(N,)1p)(p()p(N,1p)p(M 221    

Таким чином, для оригіналу шуканої напруги остаточно отримаємо   
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                  (2.35) 

З виразу (2.35) видно, що знайдена напруга має вимушену складову у 

вигляді експоненціального імпульсу, аналогічного за формою до вхідного, та 

вільну складову, яка також має експоненціальну форму, але іншу швидкість 

згасання, що визначається постійною часу кола  2.  

2.6. Операторні характеристики лінійних кіл 

2.6.1. Поняття про операторні характеристики лінійних кіл 

Розглянемо ідеалізоване лінійне коло, що не має в своєму складі неза-

лежних джерел напруги та струму і в якому виділені пара вхідних і пара вихі-

дних затискачів (рис. 2.8). 

Операторною характеристикою або узагальненою частотною характе-

ристикою лінійного кола  К(р)  називається 

відношення операторного зображення реак-

ції кола Х(р) до операторного зображення 

зовнішнього збудження S(p) при нульових 

початкових умовах – 

)p(S

)p(X
)p(K   .   (2.36) 

Для переходу від операторної характеристики кола  К(р) до її комплек-

сної частотної характеристики  К(j)  достатньо у виразі  (2.36) замінити ком-

плексний оператор   jp , який ще називають узагальненою частотою, на 

уявний оператор  j , що зветься уявною частотою. Це означає, що КЧХ кола 

можна розглядати як окремий випадок узагальненої частотної характеристи-

ки, коли   .0pRe   Тобто 

 jp)p(K)j(K .                                         (2.37) 

Одночасно це означає, що оскільки 

tj
meS)t(s)t(s

)t(x
)j(K 
 , 

то узагальнена частотна характеристика  

pt
meS)t(s)t(s

)t(x
)p(K


 . 

K(p) S(p) X(p) 

Рис. 2.8. Лінійне пасивне коло 
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Подібно до КЧХ лінійного кола операторна характеристика не залежить 

від вигляду зовнішнього збудження та від діючих в колі напруг і струмів, а 

визначається лише топологією кола та параметрами його елементів. Як і ком-

плексні частотні характеристики кіл, їх операторні характеристики поділя-

ються на вхідні, вихідні та передатні. При цьому кожній КЧХ відповідає опе-

раторна характеристика. Розглянемо вхідні та передатні операторні характе-

ристики. 

В  залежності  від  того, яка  електри-

чна величина  вважається  зовнішнім збу-

дженням кола, а яка – відгуком (рис. 2.9), 

розрізняють: 

операторний вхідний опір кола – 

;
)p(I

)p(U
)p(Z

1

1
вх                                          

(2.38) 

операторну вхідну провідність кола – 

;
)p(U

)p(I
)p(Y

1

1
вх                                           (2.39) 

операторні передатні характеристики кола відносно напруги – 

)p(U

)p(U
)p(K

1

2
U                                           (2.40) 

та відносно струму – 

;
)p(I

)p(I
)p(K

1

2
I                                           (2.41) 

операторний передатний опір кола – 

;
)p(I

)p(U
)p(Z

1

2
21                                        (2.42) 

операторну передатну провідність кола – 

.
)p(U

)p(I
)p(Y

1

2
21                                         (2.43) 

У співвідношеннях (2.38) – (2.43) операторна вихідна напруга  )p(U2  та 

операторний вихідний струм  )p(I2  являють собою операторні зображення 

напруги та струму будь-якого пасивного елемента аналізованого кола, який 

вважають його навантаженням. Оскільки між комплексними частотними та 

операторними характеристиками існує однозначний зв’язок, то і методи їх ви-

значення ідентичні.     

Якщо знайдена операторна характеристика кола та відоме зображення 

вхідного збудження, то, скориставшись виразом (2.36), можна знайти зобра-

ження реакції кола: 

)p(S)p(K)p(X  .                                       (2.44) 

K(p) U1(p

) 

U2(p

) 

Рис. 2.9. До визначення операто-

рних характеристик кола 

I1(p) I2(p) 



78 

 

Цим співвідношенням можна скористатись при аналізі операторним ме-

тодом перехідних процесів в лінійних колах, які не мають в своєму складі не-

залежних джерел енергії і в момент комутації характеризуються нульовими 

початковими умовами. 

Узагальнюючи одержані результати, можна запропонувати таку мето-

дику розрахунку перехідних процесів на основі використання операторної ха-

рактеристики кола: 

– знаходять зображення відомого зовнішнього збудження s(t) довільної  

форми;  

– визначають потрібну операторну характеристику кола К(р); 

– за допомогою виразу (2.44) знаходять зображення реакції кола на вхі-

дне збудження; 

– на основі знайденого зображення реакції кола визначають її оригінал. 

2.6.2. Нулі та полюси операторних характеристик лінійних кіл 

Разом із традиційними методами знаходження операторних характерис-

тик лінійних кіл часто використовують ту обставину, що ці характеристики 

являють собою відношення багаточленів, записаних відносно комплексного 

оператора  р. Дійсно, якщо скористатись записом в загальному вигляді неод-

норідного лінійного диференціального рівняння кола 

)t(sb
dt

)t(ds
b...

dt

)t(sd
b

dt

)t(sd
b

)t(xa
dt

)t(dx
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dt

)t(xd
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та, вважаючи початкові умови в колі нульовими, застосувати до цього 

рівняння властивості перетворення Лапласа, то отримаємо вираз для операто-

рної характеристики довільного лінійного кола – 

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m

apa...papa

bpb...pbpb

)p(S

)p(X
)p(K










  .             (2.45) 

Тобто в загальному випадку операторна характеристика лінійного кола 

являє собою раціональний дріб, степінь багаточлена в чисельнику якого не 

більший, ніж степінь багаточлена в знаменнику.  

Позначимо корені багаточлена N(p) в знаменнику виразу (2.45), які на-

зиваються полюсами операторної характеристики, через   n21 p...,,p,p , а 

корені багаточлена M(p) в чисельнику, що називаються нулями цієї ж харак-

теристики, через  0m2010 p...,,p,p . Тоді співвідношення (2.45) можна перепи-

сати у вигляді 

)pp)...(pp)(pp(

)pp)...(pp)(pp(

a

b

)p(N

)p(M
)p(K

n21

0m2010

n

m

 


 .             (2.46) 

З виразу (2.46) видно, що при  0kpp  
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,0)p(Klim
0kpp




 

а при   kpp  

.)p(Klim
kpp




 

Очевидно, що знання коренів багаточленів М(р) та N(p), тобто нулів і 

полюсів операторної характеристики  К(р), дозволяє визначити значення 

останньої з точністю до постійного множника  nm ab . Більше того, знаючи 

розташування нулів та полюсів операторної характеристики в площині ком-

плексної частоти  р, можна отримати повну інформацію про властивості кола,  

зокрема, з точністю до постійного множника знайти реакцію кола на зовнішнє 

збудження. 

Графічне зображення розташування нулів та полюсів операторної хара-

ктеристики кола в площині комплексної частоти   jp   називається діаг-

рамою нулів і полюсів або полюсно-нульовою діаграмою. У разі побудови 

полюсно-нульових діаграм уявну та дійсну осі площини комплексної частоти  

р  позначають відповідно  j  та  , нулям відповідають кружки а полюсам – 

хрестики. 

Слід зазначити, що для лінійних електричних кіл із втратами всі полю-

си  знаходяться в лівій напівплощині площини комплексної частоти  р. Дійс-

но, у цьому випадку всі корені характеристичного рівняння кола, що співпа-

дають із значеннями полюсів, є дійсними від’ємними числами, а якщо ж ці 

корені комплексні, то вони мають від’ємні дійсні частини. Тільки при вико-

нанні цих умов вільні складові струмів та напруг у колі з плином часу згаса-

ють. В ідеалізованих лінійних колах, коли втрати відсутні, полюси оператор-

ної характеристики є уявними і розташовуються на уявній осі комплексної 

площини. 

Подібні обмеження не розповсюджуються на нулі операторних харак-

теристик. Останні можуть знаходитись як в лівій, так і в правій напівплощи-

нах комплексної площини. 

Операторні характеристики, що не мають нулів у правій напівплощині, 

називаються операторними характеристиками мінімальної фази, а операторні 

характеристики, що мають нулі в правій напівплощині, називаються операто-

рними характеристиками немінімальної фази. У відповідності з цим розріз-

няють і кола мінімальної та немінімальної фази. 

Зобразимо на полюсно-нульових діаграмах кіл мінімальної (рис. 2.10, а)  

та немінімальної (рис. 2.10, б) фази вектори  M  і N , які відповідають багато-

членам в чисельнику та знаменнику виразу (2.46) для операторної характерис-

+j

ω 

ψ1 ψ2 

N M 

+σ -σ 

+j

ω 

π-ψ1 ψ2 

N M 

+σ -σ 
     а)                б) 

Рис. 2.10. Розташування нулів та полюсів операторної характеристики для кола 

мінімальної (а) та немінімальної (б) фази 
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тики кола. Як видно із цього рисунку, для обох кіл відношення довжин зо-

бражених векторів, які відповідають модулям багаточленів М(р) та N(р), од-

накові. Однак фазові характеристики даних кіл суттєво відрізняються. А саме, 

операторна характеристика кола мінімальної фази завжди характеризується 

меншим в алгебраїчному смислі фазовим зсувом, ніж відповідна характерис-

тика кола немінімальної фази з такою ж амплітудно-частотною характеристи-

кою. Дійсно, як видно з рис. 2.10, в разі однакових аргументів 2 векторів N  

обох кіл аргумент 1 вектора M  кола мінімальної фази при будь-якій частоті 

 завжди менший, ніж аргумент  1  вектора M  кола немінімальної фази. 

А це означає, що різниця аргументів  12   для кола мінімальної фази зав-

жди менша, ніж аналогічна різниця )( 12   для кола немінімальної фа-

зи. 

Таким чином, при однаковому числі нулів та полюсів немінімально-

фазове коло забезпечує більше за абсолютною величиною змінювання фази в 

порівнянні з мінімально-фазовим колом. При цьому розташування нулів та 

полюсів на полюсно-нульовій діаграмі повністю визначається топологією ко-

ла. 

Практично всі кола, розглянуті як в першій так і другій частинах посіб-

ника, є мінімально-фазовими. У таких колах передачу сигналу з входу на ви-

хід можна припинити шляхом розриву лише однієї вітки. Між амплітудно-

частотними і фазочастотними характеристиками кіл мінімальної фази існує 

однозначний зв’язок, тому при їх проектуванні не можна задавати довільно 

частотні характеристики. 

Немінімально-фазові кола мають, як правило, структуру мостового або 

схрещеного типу, в якій сигнал на вихід кола потрапляє двома або більшим 

числом каналів. Прикладом такого кола може служити розглянуте в першій 

частині посібника мостове фазозсовуюче коло. Однак не завжди мостова 

структура кола гарантує його належність до мінімально-фазового типу, тому 

в будь-якому випадку необхідно аналізувати полюсно-нульову діаграму. 

Немінімально-фазові кола характеризуються дуже важливою власти-

вістю: при змінюванні частоти зовнішнього гармонічного збудження зміню-

ється лише фазочастотна характеристика кола. В той же час амплітудно-

частотна характеристика такого кола залишається незмінною. Включаючи та-

кі кола в більш складні, можна цілеспрямовано змінювати фазочастотну хара-

ктеристику цього складного кола, залишаючи незмінною його АЧХ. 

2.6.3. Зв’язок між операторними та часовими  характеристиками 

лінійних кіл 

Для визначення зв’язку між часовими та операторними характеристика-

ми лінійних кіл можна скористатись рівнянням зв’язку (2.44) між зображен-

нями вхідного збудження S(p) та вихідної реакції Х(р). 
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Перехідна характеристика лінійного кола  )t(h   визначається як відгук 

на збудження у вигляді одиничного стрибка 1(t) при нульових початкових 

умовах. Однак відомо, що одиничному стрибку за Лапласом відповідає зо-

браження 

p1)t(1  , 

і тоді згідно з виразом (2.44) операторне зображення перехідної харак-

теристики матиме вигляд 

p

1
)p(K)p(H)t(h   .                                (2.47) 

Імпульсна характеристика кола  )t(g  визначається як відгук на збу-

дження у вигляді -функції при нульових початкових умовах. Оскільки опе-

раторне зображення -функції                

1)t(  , 

то зображення імпульсної характеристики збігається з операторною ха-

рактеристикою кола 

)p(K1)p(K)p(G)t(g  .                         (2.48) 

Таким чином, якщо відома операторна характеристика кола, то можна 

легко визначити і його перехідну та імпульсну характеристики. Оскільки од-

ночасно існує зв’язок між операторною характеристикою кола та його КЧХ, 

то часові характеристики кола можна знайти і на основі останньої. 

На практиці часто розв’язують і зворотну задачу знаходження операто-

рних або комплексних частотних характеристик, якщо відомими є часові ха-

рактеристики кола. 

 

 

 



82 

 

Р о з д і л  3 

ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ПРО НЕЛІНІЙНІ ТА 

ПАРАМЕТРИЧНІ ЕЛЕМЕНТИ І КОЛА 

3.1. Основні властивості нелінійних елементів і кіл 

3.1.1. Поняття про нелінійний елемент та нелінійне коло 

Як відомо, нелінійним елементом електричного кола називають такий 

елемент, параметри якого залежать від величин або напрямків його струму та 

напруги. 

Відповідно нелінійним колом називається таке коло, параметри хоча б 

одного елемента якого залежать від величини або напрямку його струму чи 

напруги. Тобто в нелінійному колі хоча б один з його елементів є нелінійним. 

Фізичні процеси, що протікають в нелінійних електричних колах, опи-

суються нелінійними алгебраїчними або диференціальними рівняннями. Ці 

рівняння мають у своєму складі нелінійні функції струму, напруги та їх похі-

дних. Окрім того, такі рівняння можуть мати коефіцієнти, які залежать від ве-

личин струмів та напруг. 

Нелінійні кола характеризуються такими основними особливостями. 

1. До нелінійних кіл не можна застосовувати принцип суперпозиції. Це 

обумовлено тим, що відгук кола на суму зовнішніх дій не дорівнює сумі від-

гуків на кожну дію окремо. Наприклад, якщо в нелінійному колі маємо квад-

ратичну залежність струму від напруги  2aui   і в цьому колі одночасно ді-

ють два послідовно включені джерела напруги  u1  та  u2 , то струм кола дорі-

внює  

.auuau2au)uu(ai 2
221

2
1

2
21                              (3.1) 

Тобто цей струм не дорівнює сумі струмів, які створюються в колі дією 

кожного джерела окремо – 

.auauiii 2
2

2
121                                           (3.2) 

2. На відміну від лінійних кіл в нелінійних колах в усталеному режимі 

при гармонічній вхідній дії вихідна величина є негармонічною. В результаті 

реакція нелінійного кола має у своєму спектрі гармонічні складові, яких не-

має у спектрі вхідного збудження. Слід зазначити, що перетворення спектрів 

сигналів є однією з найбільш важливих властивостей нелінійних кіл. 

3. На відміну від лінійних пасивних елементів електричних кіл, для 

яких вольт-амперна характеристика опору  i = F(u), кулон-вольтна характери-

стика ємності q = F(u), та вебер-амперна характеристика індуктивності Ψ = 

F(і) є лінійними, в нелінійних колах ці залежності нелінійні. 

4. На відміну від лінійних елементів, які характеризуються єдиним не-

залежним від режиму роботи параметром, для характеристики нелінійних 
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елементів уводять так звані статичні та динамічні параметри, що залежать від 

режиму роботи елемента. Причому статичні параметри характеризують пове-

дінку нелінійних елементів при повільних, а динамічні при швидких зміню-

ваннях напруг та струмів.  

3.1.2. Класифікація нелінійних елементів 

Всі нелінійні елементи можна розділити на нелінійні активні опори 

R(u), нелінійні індуктивності  L(i)  та нелінійні ємності  C(u). Відповідні умо-

вні позначення нелінійних елементів наведені на рис. 3.1.  

Прикладом нелінійних активних опорів є вакуумні та напівпровідникові 

діоди і тріоди, прикладом нелінійних індуктивностей – котушки індуктивнос-

ті та трансформатори з феромагнітними магнітопроводами, прикладом нелі-

нійних ємностей – конденсатори з нелінійним діелектриком між обкладками 

та конденсатори на основі запер-

того  p-n – переходу. 

Окрім того, нелінійні еле-

мен-ти діляться на некеровані та 

керовані. Некеровані нелінійні 

елементи завжди можна предста-

вити у вигляді двополюсників, па-

раметри яких залежать лише від прикладеної до них напруги або протікаючо-

го через них струму. Такі нелінійні  елементи мають лише одну вольт-

амперну, кулон-вольтну або вебер-амперну характеристику. 

Керовані нелінійні елементи зазвичай є багатополюсниками. Струм у 

головному колі такого елемента залежить не тільки від напруги, прикладеної 

до цього кола, але й від інших параметрів, які називаються керуючими факто-

рами і необов'язково повинні мати електричний характер. Такі нелінійні еле-

менти характеризуються цілим набором характеристик, які одержують при 

різних фіксованих значеннях керуючих факторів.  

Слід також відмітити, що нелінійні активні опори за принципами теп-

лової інерційності можна розділити на інерційні та безінерційні. В безінер-

ційних опорах при будь-якій швидкості змінювання прикладеної напруги 

струм встигає відслідковувати ці змінювання. В інерційних опорах протікаю-

чий струм може нагрівати елемент і його температура буде змінюватись. В 

усталеному режимі вона буде відповідати значенню діючої на опорі напруги.  

При цьому по відношенню до швидких змінювань напруги або струму 

опір буде себе поводити як лінійний елемент, а між діючими значеннями 

струму та напруги існуватиме нелінійна залежність. 

Наостанок зазначимо, що всі без виключення реальні елементи елект-

ричних кіл характеризуються деякою нелінійністю. Тому поділ кіл на лінійні 

та нелінійні є умовним. 

 

R(u) L(i) C(u) 

Рис. 3.1. Умовні позначення нелінійних 

пасивних елементів 
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3.1.3. Нелінійні активні опори 

Нелінійний активний опір, як і лінійний, характеризується необоротним 

перетворенням електромагнітної енергії в тепло. При розгляді активних опо-

рів  найчастіше як зовнішню дію розглядають прикладену напругу, а як відгук 

– струм через цей опір. Тому основною характеристикою активного опору, в 

тому числі і нелінійного, є вольт-амперна харак-

теристика i = F(u), яка для нелінійного опору має яск-

раво виражений нелінійний характер (рис. 3.2). Цю ха-

рактеристику часто називають статичною, оскільки її 

одержують при дуже малих швидкостях змінювання 

напруги, що прикладається до опору. Користуючись 

статичною вольт-амперною характеристикою, можна 

знайти статичні та динамічні параметри нелінійного 

опору. Такими параметрами останнього є статичний та 

динамічний, або диференціальний, опори. 

Статичним опором нелінійного активного опору 

називається відношення постійної напруги, прикладеної до опору, до устале-

ного значення постійного струму в ньому – 

.
I

U
)u(R

c
                                                 (3.3) 

Цей опір чисельно дорівнює котангенсу кута нахилу прямої лінії, що 

проведена з початку координат через задану точку вольт-амперної характери-

стики нелінійного елемента (рис. 3.2). 

Динамічним або диференціальним опором нелінійного активного опору 

називається величина, що обернена до похідної вольт-амперної характеристи-

ки цього опору в заданій точці – 

di

du

du

)u(dF

1
)u(R

д
  .                                      (3.4) 

Цей опір чисельно дорівнює котангенсу кута нахилу дотичної в заданій 

точці вольт-амперної характеристики нелінійного активного опору (рис. 3.2). 

Очевидно, що статичний та динамічний опори, а також відповідні їм 

провідності є деякими функціями прикладеної напруги. В тих випадках, коли 

нелінійний опір живиться від джерела струму, більш зручно користуватися 

вольт-амперною характеристикою виду  u = F(i), тобто вважати зовнішньою 

дією струм  і(t), а відгуком – напругу  u(t), що ним створюється. 

У відповідності із зовнішнім виглядом вольт-амперних характеристик 

нелінійні активні опори розділяють на симетричні та несиметричні. 

Симетричними називають такі нелінійні опори, для яких виконується 

умова 

)u(i)u(i  .                                              (3.5) 

u U 

I 

i 

β 
α 

Рис. 3.2. Статична 

вольт-амперна 

характеристика 

нелінійного опору 
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Тобто вольт-амперна характеристика симетричного нелінійного опору 

являє собою непарну функцію напруги або струму. Параметри такого нелі-

нійного опору залежать лише від вели-

чини і не залежать від знаку прикладеної 

напруги або протікаючого крізь нього 

струму. 

Прикладом симетричного неліній-

ного опору може служити варистор, ха-

рактеристика якого наведена на рис.3.3, 

а.  

Для несиметричного опору умова 

(3.5) не виконується, тобто i(u) ≠ i(–u). 

Прикладом несиметричного нелінійного 

опору може служити напів-

провідниковий діод. Вітки його вольт-амперної характеристики, отримані при 

різній полярності прикладеної напруги, значно відрізняються одна від одної 

(рис. 3.3, б). 

3.1.4. Нелінійні індуктивності 

Нелінійна індуктивність, як і лінійна, характеризується можливістю за-

пасання енергії в магнітному полі, однак на відміну від другої має нелінійну  

вебер-амперну характеристику Ψ = F(i). 

При заданій геометричній конфігурації котушки індуктивності з феро-

магнітним магнітопроводом (осердям) її індуктивність визначається головним 

чином властивостями магнітопроводу та зовнішнього середовища. 

Магнітні властивості будь-якого матеріалу, як відомо, характеризують-

ся кривою намагнічуваності, тобто залежністю індукції магнітного поля В від 

діючої в середовищі напруженості цього магнітного поля H. Для багатьох ма-

теріалів  залежність В = F(H) є лінійною. Для феромагнітних матеріалів вона 

нелінійна, що й покладено в основу реалізації нелінійних індуктивностей. 

Якщо вважати, що напруженість магнітного поля H це зовнішня дія, а 

магнітна індукція B – відгук середовища, то можна ввести поняття статичного 

параметра середовища, що характеризує його магнітні властивості – 

.
H

В
с                                               (3.6) 

Цей параметр називається 

статичною магнітною проникні-

стю. 

Крутість кривої намагні-

чуваності В = F(H) називається 

динамічною або диференціаль-

ною магнітною проникністю – 

i i 

u u 0 0 

б) а) 

Рис. 3.3. Статичні вольт-амперні 

характеристики варистора (а) та 

напівпровідникового діода (б) 

H 

μc , μд 

H 0 

 μд 

μc 

  б) a) 

Рис. 3.4. Крива намагнічуваності (а) та залежності 

μc (H) і μд(H) для феромагнетиків 

 

B 

0 



86 

 

.
dH

dВ
д                   (3.7) 

Оскільки для лінійних (немагнітних) матеріалів залеж-ність В = F(H) є 

лінійною, то для них виконується умова  μс = μд. Внаслідок же суттєвої нелі-

нійності кривої намагнічуваності феромагнетиків (рис. 3.4, а) залежності від 

напруженості магнітного поля статичної μс та динамічної μд магнітних прони-

кностей суттєво відрізняються. Ці величини значно змінюються при зміню-

ванні H (рис. 3.4, б). 

Розглянемо котушку індуктивності з тороїдним феромагнітним осердям 

(рис. 3.5). Якщо число витків котушки w, а площа перерізу осердя S, то її по-

вне потокозчеплення дорівнює  

.BSww                                     (3.8) 

З іншого боку, для створення напруженості магнітного поля H необхід-

но в котушці створити струм і(t), який дорівнює 

,
w

H
i


                                    (3.9) 

де   – середня довжина магнітної силової лінії в 

осерді. 

Як видно з виразів (3.8) та (3.9), для даної котушки 

індуктивності потокозчеплення  Ψ  пропорційне індукції 

магнітного поля  В  в осерді, а струм  і(t)  пропорційний 

напруженості магнітного поля H. Таким чином, маючи 

криву намагні-чуваності матеріалу осердя В = F(H), можна за допомогою від-

повідної зміни масштабів отримати вебер-амперну характеристику котушки 

індуктивності  Ψ = F(i), яка дійсно буде суттєво нелінійною. 

В результаті можна ввести поняття статичної та динамічної, або дифе-

ренціальної, індуктивності нелінійної котушки індуктивності. 

Для статичної індуктивності матимемо 

,
I

(i)Lc


                                                (3.10) 

де Ψ – потокозчеплення   в   заданій   точці  вебер-амперної  характери-

стики;  

І – постійний струм, що відповідає цій точці. 

Динамічна, або диференціальна, індуктивність дорівнює 

.
di

d
(i)Lд


                                              (3.11) 

Порівнюючи вирази (3.10) та (3.11) з виразами (3.6) та (3.7), можна 

стверджувати, що статична індуктивність пропорційна статичній магнітній 

проникності, а динамічна – динамічній магнітній проникності. 

На відміну від лінійної індуктивності, яка має втрати лише в дротах ко-

тушки,  нелінійна індуктивність має додаткові втрати на гістерезис та вихрові 

Рис. 3.5. Тороїдна 

котушка індукти-

вності 
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струми. Втрати на гістерезис пов'язані із затратами на перемагнічування осе-

рдя і при зростанні частоти також зростають: 

,VBfkP n
mгг                                          (3.12) 

де kг – коефіцієнт, що залежить від властивостей матеріалу осердя; f – 

частота змінювання напруженості поля; Вm – максимальне значення магнітної 

індукції; n – коефіцієнт, величина якого в залежності від значення Вm  лежить 

в границях 1,6...2; V – об'єм осердя. 

Втрати на вихрові струми викликані тим, що змінне магнітне поле інду-

кує в товщі осердя струми, проходження яких і викликає втрати енергії. По-

тужність втрат на вихрові струми дорівнює 

,VBfkP 2
m

2
вв                                       (3.13) 

де kв – коефіцієнт, що залежить від матеріалу осердя та його конструк-

ції. 

 Якщо врахувати усі зазначені види втрат в нелінійній індуктивно-

сті, то її еквівалентну схему можна подати у вигляді, що показаний на рис. 

3.6. У цій схемі Rк – активний опір дроту котушки, Rв – опір, що характеризує 

втрати на вихрові  струми, Rг – опір, який визначається втратами на гістере-

зис. Опори Rг та Rв не тільки суттєво залежать від частоти, але й характери-

зуються сильними нелінійними властивостями, тобто залежать від протікаю-

чого крізь них струму. 

Для зменшення втрат на вихрові 

струми осердя виконують у вигляді паке-

ту тонких ізольованих одна від одної пла-

стин, площина поперечного перерізу яких 

перпендикулярна до напрямку магнітних 

силових ліній. 

Для застосування на радіочастотах створено магнітні матеріали, що на-

зиваються магнітодіелектриками. У цих матеріалів частинки феромагнітного 

порошку, що мають розміри декількох мікрометрів, зв'язані між собою діеле-

ктриком. Для їх виготовлення використовують магнетит, карбонільне залізо, 

альсифер та інші матеріли.  

Широке застосування знаходять матеріали, які мають високий питомий 

опір (10
2
....10

8
Ом  см) та характеризуються малими втратами. Передусім це 

ферити, які мають дуже високу магнітну проникність (100...50 000). В основу 

цих матеріалів покладено хімічні сполуки окислів металів, що характеризу-

ються формулою Ме·Fe2·O3, де Ме – символ двовалентного металу.  

3.1.5. Нелінійні ємності 

Нелінійна ємність, як і лінійна, характеризується можливістю запасати 

енергію в електричному полі, але на відміну від другої має нелінійну кулон – 

вольтну характеристику q = F(u).  

Rг(i) L(i) 

Рис. 3.6. Еквівалентна схема нелінійної 

котушки індуктивності  

 

 

котушки індуктивності 

Rв(i

) 

Rк 
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Найпоширенішими методами реалізації нелінійних ємностей є створен-

ня конденсаторів з діелектриками, що характеризуються нелінійними власти-

востями, та конденсаторів на основі запертих p-n – переходів. 

Для будь-якого діелектрика існує зв’язок між зміщенням D та напруже-

ністю E електричного поля D = F(E). Для більшості діелектриків ця залеж-

ність лінійна, а відношення D/E характеризує діелектричну проникність  ε  

середовища і є величиною незмінною. 

Для нелінійних діелектриків залежність D = F(E)  нелінійна і тому за 

аналогією з феромагнетиками вводять два основні параметри нелінійного діе-

лектрика: статичну діелектричну проникність 

EDс                                                     (3.14) 

та динамічну, або диференціальну, діелектричну проникність 

dEdDд  .                                               (3.15) 

Такі нелінійні діелектрики одержали назву сегнетоелектриків. Най-

більш яскравими їх представниками є титанат барію BaTiO3 та титанат свин-

цю PbTiO3. 

Поведінка сегнетоелектриків в електричних колах аналогічна поведінці 

феромагнетиків у магнітних полях. Як і нелінійна залежність B = F(H), харак-

теристика D = F(E) при циклічному знакозмінному характері напруженості 

електричного поля має гістерезисний характер. У зв'язку з цим нелінійні діе-

лектрики часто називають фероелектриками. 

Якщо поміж обкладками конденсатора помістити сегнетоелектрик, то 

кулон-вольтна характеристика його ємності буде мати такий самий вигляд, 

що й залежність зміщення  D від напруженості  E електричного поля для сег-

нетоелектрика. Дійсно, електричний потік ФЕ через діелектрик плоского кон-

денсатора дорівнює 

ФЕ = ε Е S = D S = q ,                                     (3.16) 

де  S – площа пластин конденсатора. 

Напруга на затискачах конденсатора дорівнює 

uc = Ed,                                                (3.17) 

де  d – відстань між обкладками конденсатора. 

Отже, заряд на обкладках конденсатора пропорційний за величиною 

зміщенню  D, а напруга  uc – напруженості  Е  електричного поля. Якщо вва-

жати, що напруга  uС   є зовнішньою дією по відношенню до конденсатора, а 

відгуком є заряд  q, то для статичної ємності нелінійного конденсатора одер-

жимо 

с
с

U

q
(u)С  ,                                             (3.18) 

а для динамічної, або диференціальної – 

.
du

dq
(u)С

с
д                                              (3.19) 
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Порівняння виразів (3.18) та (3.19) з виразами (3.14) – (3.17) дозволяє 

зробити висновок, що статична ємність пропорційна статичній діелектричній 

проникності, а динамічна – динамічній діелектричній проникності. 

Нелінійні конденсатори, що використовують сегнетодіелектрики, нази-

ваються сегнетоконденсаторами або варикондами. Внаслідок явища гістере-

зису нелінійні конденсатори мають втрати на діелектричний гістерезис, які 

визначаються, як і у випадку використання феромагнетиків, площею петлі гі-

стерезису. В даному випадку це є затрати енергії на переполяризацію матері-

алу діелектрика. 

Всі без виключення втрати, що виникають в недосконалому діелектри-

ку, можна врахувати в послідовній еквівалентній схемі конденсатора з одним 

активним опором Rc (рис. 3.7). 

Покажемо, що цей опір є нелінійним. При гар-

монічному характері струму в колі на рис. 3.7 маємо 

,
I

P2
R

2
m

a
c                                             (3.20) 

де Ра – сумарні втрати в діелектрику разом із 

втратами на гістерезис. 

Оскільки опір втрат  Rc  достатньо малий, то зовнішня напруга  Um ≈ 

Umc, а амплітуда струму  Im  ≈  Im/xc. Тоді для потужності втрат  Ра  запишемо  

cс

2
m

c
2
ma

Q

1

х

U

2

1
RI

2

1
P  .                            (3.21) 

Кут зсуву фаз між напругою та струмом в нелінійній ємності можна 

представити у вигляді 

,



2

                                           (3.22) 

де δ – так званий кут діелектричних втрат, що визначається вибором ді-

електрика. 

З векторної діаграми для конденсатора (рис. 3.8) видно, що тангенс кута 

діелектричних втрат дорівнює 

.
Q

1

x

R

Ix

IR

U

U
tg

сс

с

с

с

с

сR                   (3.23) 

Тому вираз (3.21) можна представити у вигляді 

.tgCU
2

1
P 2

ma                          (3.24) 

Таким чином, для сегнетодіелектриків тангенс 

кута діелектричних втрат дорівнює 

.
CU

P

2

1
tg

2
m

a


                                           (3.25) 

Rc C(u) 

Рис. 3.7. Eквівалентна 

схема нелінійного  

конденсатора 

φ 
δ Uc 

URc 

I 

Рис. 3.8. Векторна  

діаграма конденсатора 

U 
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Очевидно, що величина tg δ суттєво залежить від напруженості елект-

ричного поля в діелектрику і є нелінійною функцією напруги. Це означає, що 

і опір втрат Rc також за характером є нелінійним. 

На жаль нелінійні сегнетоелектричні конденсатори мають великі втра-

ти, а їх параметри суттєво залежать від температури. Тому набагато ширше 

застосування знаходять нелінійні конденсатори, що використовують явище 

виникнення бар'єрної ємності Сб при зворотному зміщенні напівпровіднико-

вого p-n – переходу. 

Оскільки втрати на гістерезис в такому пере-

ході дуже малі, то кулон-вольтна характеристика 

напівпровідникового конденсатора, що носить на-

зву варикапа, є однозначною (рис. 3.9). Загальні 

втрати в напівпровідниковому конденсаторі-

варикапі дуже малі і визначаються  малим зворот-

ним струмом витікання. Тому в даному випадку 

опір втрат Rc ≈ 0, а добротність варикапа характери-

зується такими ж  величинами, як і добротність які-

сних високочастотних конденсаторів постійної єм-

ності.  

На практиці замість кулон-вольтної характеристики  q = F(u)  часто ко-

ристуються вольт-фарадною залежністю варикапа  Cб = F(u), перехід до якої 

можна здійснити, скориставшись рівнянням  

.
du

dq
(u)С

б
  

Залежність Сб(u) запертого p-n – переходу, типовий вигляд якої показа-

ний на рис. 3.10, добре передається виразом, що 

отриманий за допомогою теорії фізики напівпрові-

дників: 

n

к

к
0б

u
C(u)C




 ,                   (3.26) 

де С0 – ємність p-n – переходу при відсутнос-

ті прикладеної до нього напруги; φк – контактна рі-

зниця потенціалів p-n – переходу; u – прикладена 

до p-n – переходу запираюча напруга; n – постійна 

величина, що залежить від розподілу домішок в 

напівпровіднику і лежить в межах 2…3.  

Звичайно ємність p-n – переходу, яку часто називають бар'єрною, вико-

ристовується при напругах, що відповідають запертому p-n – переходу, тобто 

в умовах, коли струми провідності дуже малі, а добротність приладу, викори-

стовуваного в якості конденсатора, дуже висока. 

 

q 

0 

Рис. 3.9. Кулон-вольтна 

характеристика  

нелінійного  

конденсатора-варикапа 

u 

Сб(u

) 

0 

C0 

к  u 

Рис. 3.10. Вольт-фарадна 

характеристика  

нелінійного конденсатора-

варикапа 

-u 
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3.1.6. Нелінійні кола постійного струму 

Розрахунки нелінійних електричних кіл є, як правило, більш трудоміст-

кими та громіздкими, ніж розрахунок лінійних кіл. Це пов'язано з нелінійним 

характером основних характеристик нелінійних елементів та неможливістю 

застосування до нелінійних кіл принципу суперпозиції. При розрахунках не-

лінійних кіл використовують графічні, аналітичні та чисельні методи. Окрім 

того, часто використовують і комбіновані, наприклад, графо-аналітичні мето-

ди. 

При розрахунках нелінійних кіл постійного струму найчастіше викори-

стовують графічні та аналітичні методи. 

 

Графічний метод розрахунку 

 

Розглянемо просте електричне коло, що має в своєму складі послідовно 

з'єднані джерело Е постійної ЕРС, а також ліній-

ний R2 та нелінійний R1 активні опори (рис. 

3.11). Треба знайти струм і0 в колі та напругу u1 

на нелінійному опорі.  

Для розрахунку цього кола складемо 

рівняння згідно з другим законом Кірхгофа, який 

є справедливим як для лінійних, так і для нелі-

нійних кіл:  

E = u1 +u2  = u1 +i0R2 .                 (3.27) 

З виразу (3.27) для шуканих величин і0 та 

u1 отримаємо 

      ,
R

uE
i

2

1
0


    .201 RiEu          (3.28) 

Розв'яжемо задачу визначення величин i0 

та u1 графічним методом. Для цього в спільній 

системі координат (рис. 3.12) побудуємо вольт-

амперну характеристику нелінійного опору R1  

i = F1(u) та залежність, що визначається 

рівняннями (3.28). При цьому слід заначити, що 

обидва ці рівняння визначають вольт-амперну 

характеристику лінійного  двополюсника, який 

включає в себе послідовне з'єднання джерела Е 

постійної ЕРС та лінійного опору R2. Вольт-

амперну характеристику лінійного 

двополюсника будують за допомогою двох 

точок, координати яких знаходять, переводячи двополюсник по черзі в режим 

холостого ходу та короткого замикання. 

R2 

R1 

E 

Рис. 3.11. Схема простого  

нелінійного кола 

i 

u2 

u1 

A 
i = 

F1(u) 

E 

i0 

i 

0 u2 u1 

E/R

2 

u 

Рис. 3.12. Ілюстрація до  

графічного методу розрахунку 

простого нелінійного кола 
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В режимі короткого замикання струм лінійного двополюсника Ікз = Е/R2 

, а напруга на його затискачах u = u1 = 0. В режимі ж холостого ходу навпаки, 

u = u1 = Е, а струм  Іхх  = 0. 

Проведемо через точки з координатами (Е/R2, 0) та (0, Е) пряму лінію, 

що і буде являти собою вольт-амперну характеристику лінійного 

двополюсника. Точка перетину цієї прямої лінії з вольт-амперною 

характеристикою нелінійного опору  R1  якраз і дозволяє знайти шукані струм  

і0  та напугу  u1. 

 

Аналітичний метод розрахунку 

 

При аналізі нелінійного кола (рис. 3.11) можна скористатись і аналітич-

ним методом розрахунку, якщо є можливість виразити зв'язок між струмом та 

напругою нелінійного елемента  достатньо простою функцією. 

Нехай струм нелінійного опору визначається співвідношенням  
2
1aui  , 

де  а – постійний коефіцієнт. 

Тоді у відповідності з першим із виразів (3.28) запишемо 

2

12

1
R

uE
аu


 , 

або інакше 

0
R

E
u

R

1
au

2

1

2

2

1
 .                                   (3.29) 

Якщо розв’язати квадратне рівняння (3.29), одержимо 

2

2

2

2

2

1
aR

E

Ra4

1

aR2

1
u  .                             (3.30) 

Остаточно значення напруги u1 визначаємо, виходячи з фізичних 

міркувань. 

Якщо аналітична залежність струму нелінійного елемента від напруги 

дуже складна, то доцільніше використовувати чисельні методи аналізу кіл із 

застосуванням ЕОМ. 

 

Розрахунок складних нелінійних кіл 

 

При наявності в колі декількох 

нелінійних елементів його розрахунок 

значно ускладнюється. Розглянемо 

випадки, які зустрічаються найбільш 

часто, коли нелінійні опори в колі 

постійного струму з'єднуються 

послідовно або паралельно. В обох 

i 

0 

Рис. 3.13. Послідовне з'єднання  

нелініних опорів (а) та методика  

отримання вольт-амперної  

характеристики еквівалентного  

елемента (б) 
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u1+u

2 u2 u1 u 

i1 = 

F1(u) 

i = F(u) 

i2 = 

F2(u) 

б) а) 

R1 

R2 



93 

 

випадках з'єднання опорів замінюють одним еквівалентним нелінійним 

опором, а надалі розрахунки ведуть так, як це було зроблено вище. 

При послідовному з'єднанні двох нелінійних опорів (рис. 3.13, а) їх 

можна замінити одним нелінійним 

елементом, вольт-амперна 

характери-стика якого 

визначається співвідношеннями 

        .uuu,iii 2121        

(3.31) 

Оскільки через обидва опори 

протікає той самий струм і(t), то 

для  отримання вольт-амперної 

характеристики еквівалентного 

опору треба на одному рисунку 

розташувати характеристики 

окремих опорів і1 = F1(u) та 

і2 = F2(u), а потім здійснити додавання напруг для всіх можливих значень 

струму (рис. 3.13, б). Очевидно, що цей прийом можна розповсюдити на будь-

яку кількість нелінійних опорів, з'єднаних послідовно. 

Паралельне з'єднання двох нелінійних опорів (рис. 3.14, а) характери-

зується cпіввідношеннями 

.iii,uuu 2121                                   (3.32) 

 Щоб одержати вольт-амперну характеристику еквівалентного не-

лінійного опору, треба на спільному рисунку зобразити характеристику 

кожного з елементів, а потім здійснити додавання струмів  і1 та  і2 для всіх 

можливих значень напруги u (рис. 3.14, б). Цей прийом легко розповсюджу-

ється і на більшу кількість нелінійних опорів, з'єднаних паралельно. 

3.1.7. Методи апроксимації характеристик нелінійних елементів 

Поняття про апроксимацію нелінійних  характеристик 

 

Для розрахунку електричних кіл, які мають в своєму складі нелінійні 

елементи, необхідно мати характеристики останніх. Зазвичай ці 

характеристики задають у вигляді графіків або табличних даних. Такий 

спосіб представлення характеристик нелінійних елементів зручний у разі 

графічного методу розрахунків простих кіл, але забезпечує порівняно 

невисоку точність. Для реалізації аналітичних або чисельних методів 

розрахунку графік або табличне представлення характеристики треба 

замінити аналітичним виразом, тобто формулою. 

Процес одержання аналітичного виразу для характеристики нелінійного 

елемента, заданої графічно або таблично, називається апроксимацією. Дуже 
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0 

Рис. 3.14. Паралельне з'єднання нелінійних 

опорів (а) та  їх вольт-амперна  

характеристика (б) 
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часто характеристику нелінійного елемента в залежності від режиму роботи 

останнього та призначення схеми доводиться апроксимувати по-різному. 

При виборі способу апроксимації намагаються задовольнити такі, в 

значній мірі суперечливі, вимоги. 

1. Можливість виявлення властивостей схеми, що аналізується. 

2. Достатня точність (її підвищення зазвичай пов’язане з використанням 

більш складної апроксимуючої функції). 

3. Простота апроксимуючої функції, яка допускає просту математичну 

обробку результатів розрахунків. 

4. Наочність апроксимації, що дозволяє прогнозувати характер зміню-

вання параметрів апроксимуючого виразу при змінюванні виду нелінійності, 

режиму роботи схеми та інших умов. 

Загальна задача апроксимації розпадається на дві самостійні задачі: 

– вибір класу функцій, тобто вибір функціональної структури апрок-

симуючого виразу;  

 – визачення коефіцієнтів апрксимації, тобто постійних, які входять у 

вираз апроксимуючої функції. 

Задача вибору класу функції не має однозначного розв'язання. Цей клас 

вибирають, виходячи з подібності тієї чи іншої функціїї і характеристики, що 

апроксимується, та з міркувань, пов'язаних із подальшим використанням 

вибраних функцій.  

Для визначення коефіцієнтів апроксимації потрібно конкретизувати 

умови апроксимації, тобто уточнити кількісно ступінь наближення 

апроксимуючої функції до заданої характеристики. Найчастіше 

використовують такі умови наближення: 

– рівномірне наближення: апроксимуюча функція )x(F̂  не повинна 

відрізнятися від заданої F(x) більше, ніж на деяке додатне число ε, тобто 

повинна виконуватись умова 

 )x(F)x(F̂ ;                                         (3.33) 

– середньоквадратичне наближення: апроксимуюча функція )x(F̂ не 

повинна відрізнятися від тієї, що апроксимується, в середньоквадратичному 

більш, ніж на величину δ, тобто повинна виконуватися вимога 

  ,dx)x(F)x(F̂
Х

1 2

1

2
x

0









                               (3.34) 

де Х,0  – інтервал апроксимації, тобто границі змінювання аргумента х, 

в яких задано функцію, що апроксимується;  – інтерполяційне (точкове або 

вузлове) наближення: апроксимуюча функція )x(F̂  повинна збігатися з тією, 

що апроксимується, в ряді вибраних точок. 
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Часто ставляться умови збігу похідних )x(F̂ )n(  з похідними )x(F )n(  у 

вибраних точках. Вимоги до поведінки функції  )x(F̂   між вибраними 

точками в більшості випадків не ставлять. 

 

Вимоги до апроксимуючих функцій 

 

Розглянемо види функцій, які частіше за інші використовуються при 

апроксимації характеристик нелінійних елементів. Щоб апроксимуюча 

функція якнайточніше відтворювала форму нелінійної характеристики та 

була зручною для аналізу і математичної обробки, зазвичай апроксимують не 

всю характеристику, а тільки робочу ділянку, під якою розуміють 

використовувану частину характеристики. 

В ряді випадків апроксимацію характеристик нелінійних елементів 

можна здійснювати за допомогою елементарних функцій. До таких функцій 

відносяться: експонента   y = Ae
αx

 , степенева функція  y = aх
k
, гіперболічний 

тангенс   y = th ax  та ін.  

Наприклад, на достатньо великій  ділянці змінювання напруги вольт-

амперну характеристику вакуумного діода можна представити функцією виду 

 

I = I0e
αu

,                                               (3.35) 

де І0 , α – параметри апроксимуючої характеристики, які треба 

визначити. 

Також достатньо простою є апроксимуюча функція для аналогічної 

нелінійної характеристики напівпровідникового діода. При прямому зміщенні 

на діоді, коли напруга  u > 0, така функція має вигляд 

,)1e(Ii
u1

0 


                                       (3.36) 

а при зворотному зміщенні, коли напруга  u < 0 – 

)1e(Ii
u2

0 


.                                      (3.37) 

У виразах (3.36) та (3.37) параметри І0 ,  α1  та α2 треба визначати при 

розв'язуванні задачі апрксимації. 

Якщо апроксимувати характеристику нелінійного елемента 

елементарними функціями не вдається, то використовують комбінації 

елементарних функцій. 

В нелінійній теорії кіл та радіотехніці для цілей апроксимації 

найчастіше використовують такі функції: 

– степеневий поліном 

y = a0 + a1x + a2x
2 
+...+ anx

n
;                                 (3.38) 

– експоненціальний поліном 

;eA...eAeAAy
xna

n
x2a

2
x1a

10                            (3.39) 

– тригонометричний поліном 
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.)nx(cosA...)x2(cosA)x(cosA
2

A
y nn2211

0         (3.40) 

Окрім цього, для апроксимації використовують кусково-лінійні та 

кусково-нелінійні функції, що являють собою сукупності відрізків прямих та 

кривих ліній відповідно. Аналітично ці функції можна записувати за 

допомогою ряду окремих виразів, кожний з яких справедливий лише на 

певному інтервалі. Найчастіше використовують степеневу та кусково-лінійну 

апроксимації. 
 

Апроксимація степеневим поліномом 

 

 Найчастіше використовується апроксимуюча функція у вигляді 

степеневого полінома (3.38). У цьому випадку характеристику нелінійного 

елемента або її робочу ділянку представляють скінченною кількістю складо-

вих ряду Тейлора. Наприклад, при апроксимації нелінійної вольт-амперної 

характеристики (рис. 3.15) поблизу робочої точки А матимемо 

i = F(u) = a0 + a1(u – u0) + a2(u – u0)
2 
+ ... + an(u – u0)

n
 ,            (3.41) 

де u0 – напруга   в   робочій   точці   вольт-амперної   характеристики;   

!k

)u(i
a 0

)k(

k   – коефіцієнти ряду Тейлора, що визначаються значеннями 

похід-них 

0uu

)k(

)k(

0
)k(

du

)u(di
)u(i



  характеристики в робочій точці. 

Число складових ряду (3.41) визначається необхідною точністю розра-

хунків. 

Для визначення коефіцієнтів апрокси-

муючого полінома найчастіше використовують 

метод вибраних точок. При цьому на характе-

ристиці нелінійного елемента в межах ділянки, 

що апроксимується, вибирають точки, кількість 

яких має бути на одну більше, ніж степінь полі-

нома, тобто k = n + 1. Координати цих точок: 

u1, i1;   u2, i2; ...;   un, in , 

які знаходять за допомогою заданої графіч-

но або таблично нелінійної характеристики, по 

черзі підставляють в апроксимуючу функцію (3.41) і отримують систему рів-

нянь  

                      i1 = a0 + a1(u1 – u0) + a2(u1 – u0)
2
 +...+ an(u1 – u0)

n
 , 

                      i2 = a0 + a1(u2 – u0) + a2(u2 – u0)
2 
+...+ an(u2 – u0)

n
 , 

                      .............................................................…………...           (3.42) 

                      in = a0 + a1(un – u0) + a2(un – u0)
2 
+...+ an(un – u0)

n
 . 

u u0 

A 
i0 

i 

0 

Рис. 3.15. Характеристика, що 

підлягає апроксимації 
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Розв'язуючи систему (3.42) відносно коефіцієнтів апроксимації, знахо-

дять останні, а потім підставляють їх значення в степеневий ряд (3.41). Сте-

пеневими поліномами апроксимують такі нелінійні характеристики, для яких 

поліном повинен мати степінь не вищий за п'ять. 

 

Кусково-лінійна апроксимація 

 

При великих рівнях сигналів, що діють на нелінійні елементи, в прак-

тиці інженерних розрахунків часто використовується апроксимація характе-

ристик ламаною лінією, тобто кусково-лінійна апроксимація. 

Цей вид апроксимації є найбільш простим та зручним, якщо основне 

значення має нижній згин нелінійної характеристики (рис. 3.16). В цьому ви-

падку її можна апроксимувати лише двома відрізками прямих ліній, а рівнян-

ня апроксимованої характеристики матиме вигляд 

i










,uuякщо,Su

,uuякщо,0

0

0
                   (3.43) 

де dudiS   – крутість висхідної ділянки лінеа-

ризованої характеристики. 

Слід підкреслити, що заміна реальної неліній-

ної характеристики лінійними відрізками не означає 

лінеарізації кола, оскільки в разі великих амплітуд 

зовнішньої напруги, коли Um > u0, це коло є принци-

пово нелінійним. 

 

 

3.2. Загальні відомості про параметричні елементи і кола 

3.2.1. Поняття про параметричні елементи та кола 

Якщо параметри елементів електричного кола змінюються в часі, то та-

кі елементи називаються параметричними. 

Електричні кола, в яких хоча б один параметр будь-якого елемента є 

функцією часу, називаються параметричними. На рис. 3.17 наведені умовні 

позначення пасивних параметричних елементів електричних кіл. 

В якості зовнішніх збуджень та відгуків на них для параметричних еле-

ментів використовують ті ж самі електри-

чні величини, що й для раніше розгляну-

тих лінійних та нелінійних елементів. 

Якщо параметри елементів електри-

чного кола залежать лише від часу і не за-

лежать від його режиму роботи, то таке 

 

0 u0 u 

i 

Рис. 3.16. Апроксимація 

ламаною лінією 

R(t

) 

L(t

) 
C(t

) 
Рис. 3.17. Умовні позначення 

 параметричних елементів 
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електричне коло є лінійним. До лінійних параметричних кіл можна застосо-

вувати принцип суперпозиції. 

У загальному випадку зв'язок між дією s(t)  на параметричний елемент 

та відгуком x(t)  має вигляд 

x(t) = p(t)·s(t).                                          (3.44) 

Причому вигляд керуючої функції p(t), яка характеризує поведінку в 

часі параметричного елемента, може бути довільним. 

Якщо зовнішня керуюча параметром елемента дія  гармонічна, то  

p(t) = p0 + Δpm cos ωкt , 

або 

p(t) = p0(1 + mp cos ωкt),                               (3.45) 

де р0 – середнє значення параметра елемента; ωк – частота керуючої га-

рмонічної дії; Δрm – найбільша величина (амплітуда) змінювання параметра р; 

mp = Δрm/р0 – коефіцієнт варіації параметра елемента. 

У більшості випадків змінювання параметрів електричного кола повин-

но відбуватися з великою швидкістю, що потребує застосування елементів з 

малою інерційністю. Цього можна досягти тільки шляхом електричного керу-

вання величинами параметрів елементів кола.  

Практично безінерційні параметричні елементи можна одержати, вико-

ристовуючи раніше розглянуті пасивні нелінійні елементи. Для цього пасив-

ний нелінійний елемент підключають одночасно до двох різних кіл – кола си-

гналу та кола керування. За рахунок дії відносно великої керуючої напруги  uк  

відбувається змінювання параметра нелінійного елемента, а по відношенню 

до невеликої за величиною напруги сигналу  uс  коло поводить себе як ліній-

не. Як приклад розглянемо отримання параметричного двополюсника на ос-

нові нелінійного активного опору. 

Нехай нелінійний опір R(u) (рис. 3.18) знаходиться під дією суми двох 

гармонічних напруг: корисного сигналу uc = Umc cos ωct та сигналу керування 

uк = Umкcosωкt. При цьому обов'язково повинна виконуватись умова  Umc << 

Umк. Оскільки в цьому колі опір має нелінійну вольт-амперну  характеристику 

і = F(u), то корисну напругу uc  можна розглядати 

як мале відхилення від набагато більшої керуючої 

напруги uк. Тоді залежність струму і(t) в колі від 

сумарної напруги u = uc + uк  можна розкласти в ряд 

Тейлора відносно степенів малої напруги  uc –   

...u
du

)uu(id

!2

1
u

du

)uu(di
)u(i)uu(Fi 2

c2
к

2

c
к

кcк 







      (3.46) 

Враховуючи малу величину корисного сиг-

налу uс, у виразі (3.46) можна відкинути складові, які мають в своєму складі 

степені цього сигналу, що перевищують першу. В результаті отримаємо 

i = i(uк) + S(uк)·uc,                                  (3.47) 

R(u

) 

Рис. 3.18. Використання  

нелінійного опору як  

параметричного елемента 

uк 

uc 
i 
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де 
du

)uu(di
)u(S к

к


  – диференціальна провідність або крутість вольт-

амперної характеристики нелінійного опору. 

Як видно з виразу (3.47), друга складова струму  і(t)  в колі залежить як 

від керуючої напруги  uк, так і від корисного сигналу  uс . 

Тобто для сигнальної складової струму в колі маємо 

іс = S(uк)·uc = S(t)·uc .                                    (3.48) 

З виразу (3.48) видно, що відносно слабкого корисного сигналу розгля-

нуте коло є лінійним параметричним. 

На рис. 3.19 показані умовні позначення нелінійних пасивних елемен-

тів, які виконують функції елемен-

тів зі змінними в часі параметрами. 

Кола, що мають в своєму складі 

такі елементи, є нелінійними па-

раметричними; вони лише набли-

жено при конкретно окреслених 

умовах можуть вважатися ліній-

ними. Процеси, що відбуваються в параметричних колах, описуються рівнян-

нями зі змінними коефіцієнтами: в найпростіших випадках – алгебраїчними, а 

в більш складних – диференціальними. 

3.2.2. Елементарні параметричні кола 

Коло з параметричним активним опором 

 

Нехай на коло у вигляді лінійного активного параметричного опору 

(рис. 3.20), діє корисна напруга 

,)t(cosUu ucmсс                              (3.49) 

а закон змінювання провідності опору має вигляд 

 

,))t(cosm1(g)t(g ккg0                            (3.50) 

де g0 – середнє значення провідності; 0mg ggm   – коефіцієнт варіації 

провідності; кк ,   – частота та початкова фаза ке-

руючої напруги. 

Струм в даному колі дорівнює 

.)t(cosU

))t(cosm1(g)t(u)t(gi

ucmс

ккg0с




   (3.51) 

Після нескладних перетворень на основі (3.51) 

матимемо 

R(u, 

t) 

L(u, 

t) 
C(u, 

t) 
Рис.  3.19. Умовні позначення нелінійних 

параметричних  елементів 

Рис. 3.20. Коло з лінійним 

параметричним опором 

i 

uс R(t) 
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     (3.52) 

З виразу (3.52) видно, що відгук кола на гармонічне збудження має в 

своєму складі коливання не тільки з частотою корисного сигналу ωс, але й 

складові з комбінаційними частотами  ωк ± ωс . Тобто, не дивлячись на те, що 

дане коло є лінійним, в ньому, як і в нелінійному, відбувається перетворення 

спектра сигналу. 

Якщо діюча ззовні напруга uc та провідність g(t) змінюються синхрон-

но, тобто  с  =  к , то струм у колі запишеться 

.)t2(cosU
2

mg

)(cosU
2

mg
)t(cosUgi

uкcmc

g0

uкmc

g0

ucmс0









        (3.53) 

У цьому випадку в складі струму з'являється коливання з подвоєною 

частотою 2ωс  а також складова у вигляді постійного струму, що називається 

струмом детекторного ефекту Ід. Як видно з виразу (3.53), струм детекторного 

ефекту залежить від різниці початкових фаз зовнішнього гармонічного збу-

дження та  керуючої гармонічної величини і дорівнює 

.)(cosU
2

mg
I uкmс

g0

д                                  (3.54) 

Таким чином, при несинхронному змінюванні зовнішньої напруги uc та 

параметра елемента g(t) досліджуване коло може працювати як перетворювач 

частоти. Якщо ж змінювання величин  uc  та  g(t)  синхронне, то таке коло мо-

же працювати як помножувач частоти, або як фазочутливий випрямляч (фа-

зовий детектор). Щоб реалізувати ці режими практично, в коло потрібно вве-

сти відповідні фільтруючі пристрої. 

У загальному випадку, коли напруга uc та провідність g(t) є складними 

періодичними функціями, відгук кола має вигляд  

   









1n

ukc
1k

mkкnкgn0 )tk(cosU))tn(cosm1(gi  ,         (3.55) 

де Umk – амплітуда k-ї гармонічної складової прикладеної напруги uc, 

що має частоту kωс та початкову фазу uk ; gnm – парціальний коефіцієнт варі-

ації параметра, що відповідає складовій функції g(t), яка змінюється з часто-

тою  nωк  та має початкову фазу  кn . 

Вираз (3.55) можна представити у вигляді, який буде аналогічним спів-

відношенням (3.52) або (3.53). Результуючий струм у колі в цьому випадку 

включає суму великої кількості коливань з комбінаційними частотами. Зна-

чення цих частот визначаються співвідношенням  nωc ± kωп , де n та k  – цілі 
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додатні числа, що змінюються від 1 до ∞. При цьому деякі зі складових, для 

яких виконується умова  nωп ± kωс = 0, у відповідності з детекторним ефектом 

дають постійні складові випрямленого струму. 
 

Коло з параметричним реактивним елементом 
 

Розглянемо електричне коло, яке має в своєму складі ємнісний параме-

тричний елемент  С(t) та джерело гармонічного струму (рис. 3.21). Нехай 

струм джерела змінюється у відповідності з таким виразом: 

),t(cosIi icmсс    

а ємність кола характеризується залежністю 

,)tsinm1(C)t(C
кС0

                                   (3.56) 

де 
0С

ССm  – коефіцієнт варіації ємності. 

Тоді для закону змінювання заряду на ємності С(t) одержимо 

.q)t(sin
I

dt)t(iq 0ic

c

mс   


                        (3.57) 

Якщо попередньо ємність заряду не мала, то постійна інтегрування  q0   

дорівнює нулю.  Знаючи величину заряду q ємності та закон змінювання 

останньої, можемо знайти величину на-

пруги   uС(t)   на ємності – 

.
tsinm1

)t(sin

C

I

)t(C

q
u

кC

ic

0c

mс
С





 


   

(3.58) 

Будемо вважати, що коефіцієнт  

варіації ємності  mС << 1. Тоді можна 

скористатись відомим з математики 

співвідношенням  х1)х1(1  , яке 

справедливе при  х << 1. В результаті  на 

основі (3.58) одержимо 

.)t(sin)tsinm1(
C

I
u icкС

0c

mс
С 


                     (3.59) 

Позначимо  00с хС1   та скористаємося формулами елементарної 

тригонометрії. Тоді для напруги на параметричній ємності отримаємо 

 

 .t)(cos
2

Ix

t)(cos
2

Ix
)t(sinxIu

iск
mс0

iск
mc0

iс0mсС









       (3.60) 

Отже, при живленні параметричного кола  у вигляді ємності С(t) від ге-

нератора гармонічного струму напруга на ємності має характер, що власти-

вий і для раніше розглянутого резистивного параметричного кола. 

C(t) 

                                            

Рис. 3.21. Схема кола з  

параметричною ємністю (а) та часова 

залежність ємності (б) 

i 

u 

C(t) 

t 

ΔC

m 

C0 

Tк 

а) б) 
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При синхронному змінюванні ємності  С(t)  та зовнішнього струму  і(t), 

коли ωк = ωс, як і в резистивному колі, спектр вихідної напруги має складову з 

подвоєною частотою сигналу та постійну складову. Причому остання дорів-

нює 

.cos
2

Ix
U i

mс0
0С                                          (3.61) 

Таким чином, при живленні від джерела струму коло з параметричною 

ємністю може виконувати ті ж самі функціїї, що і резистивне параметричне 

коло, однак втрати енергії в ємнісному колі будуть набагато меншими. 

Інший можливий варіант параметричного  ємнісного кола – це випадок, 

коли живлення ємності  С(t)  здійснюється від джерела гармонічної напруги 

).t(cosUu ucmсс                                         (3.62) 

У цьому випадку струм у колі дорівнює 

  ,
dt

du
)t(C

dt

)t(dC
u)t(Cu

dt

d
i с

ссС   

а з урахуванням співвідношень (3.56) та (3.62) отримаємо 

.)t(sin)tsinm1(CU

tcos)t(cosCUmi

ucкC0cmc

кuc0кmсСС








 

Після застосування формул тригонометричних перетворень маємо 

 

 .)t)((cos)t)((cos
2

CUm

)t)((cos)t)((cos
2

CUm

)t(sinUCi

uскuск
0cmcC

uкcuкc
0кmcC

ucmс0cС















    (3.63) 

Зведемо у виразі (3.63) подібні члени і, враховуючи, що косинус – фун-

кція парна, одержимо  

.)t)((cosС)(
2

Um

)t)((cosС)(
2

Um
)t(sinUCi

uск0ск
mcC

uск0ск
mcC

ucmс0cС









 (3.64) 

З виразу (3.64) видно, що й при живленні параметричної ємності від 

джерела гармонічної ЕРС струм в колі буде негармонічним. Окрім складової з 

частотою зовнішнього збудження ωс, в складі струму з'являються складові з 

різницевою (ωк – ωс)  та сумарною (ωк + ωс) частотами. Однак при живленні 

від джерела ЕРС в складі струму принципово не може бути постійної складо-

вої. Це обумовлено тим, що при синхронному змінюванні зовнішньої напруги 

uc  та ємності  C(t), коли ωк = ωс, друга складова у виразі (3.64) буде дорівню-

вати нулю. Тобто у цьому випадку коло не може виконувати функцію фазо-

чутливого випрямляча. 
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Можна аналогічно розглянути елементарне коло з параметричною інду-

ктивністю. Форма струму або напруги в цьому колі незалежно від типу дже-

рела зовнішнього сигналу також буде спотвореною. Однак постійна складова 

вихідного сигналу в такому колі буде дорівнювати нулю при його живленні  

не від джерела ЕРС, як у попередньому випадку,   а від джерела струму. Цей 

висновок неважко зробити, якщо врахувати, що ємність та індуктивність є ду-

альними елементами електричного кола.  
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Р о з д і л  4  

ЧОТИРИПОЛЮСНИКИ З ПОСТІЙНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

4.1. Основні визначення, класифікація та рівняння прохідних 

чотириполюсників 

4.1.1. Визначення та класифікація чотириполюсників 

Частина електричного кола, що розглядається у відношенні до будь-яких 

двох пар його виводів, називається чотириполюсником (рис. 4.1). Цим понят-

тям широко користуються, якщо необхід-но ви-

значити струми та напруги лише двох віток або 

двох пар виводів електричного кола. 

У вигляді чотириполюсника можна пред-

ставити довгу лінію, електричний фільтр, тран-

сформатор, підсилювач та будь-який інший 

пристрій з двома парами виводів, що включений 

між джерелом та приймачем електромагнітної 

енергії, якщо предметом дослідження є струми та напруги на цих виводах, а 

не струми та напруги всередині самого чотириполюсника. Виводи, до яких 

підключається джерело електромагнітної енергії, називають-ся вхідними, а 

виводи, до яких приєднується навантаження, – вихідними. 

Чотириполюсники можуть бути класифіковані за різними ознаками. 

За ознакою лінійності елементів, що входять до складу чотири-

полюсників, останні підрозділяються на лінійні та нелінійні. До лінійних від-

носять такі чотириполюсники, параметри яких не залежать від величини і на-

прямку протікаючих в них струмів та прикладених до їх затискачів напруг. 

Далі розглядаються лише лінійні чотириполюсники. 

Відносно схем внутрішніх з’єднань елементів розрізняють чотири-

u1 

Рис. 4.1. Умовне позначення 

чотириполюсника 

u2 

i1 i2 

а) б) 

2Z

 3Z

 

в) 

3Z

 

1Z  
4Z  

г) д) 

1Z  
3Z

 

4Z  

2Z  

Рис. 4.2. Основні різновидності лінійних чотириполюсників: а – Г-подібні;  

б – Т-подібні; в – П-подібні; г – мостові; д – Т-подібно-мостові   
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полюсники різної конфігурації (рис. 4.2). 

Чотириполюсники також діляться на активні і пасивні. Чотириполюсник 

називається активним, якщо в його схемі є джерела електромагнітної енергії. 

Такі чотириполюсники поділяються на автономні та неавтономні. В перших з 

них джерела енергії є незалежними, і на розімкнутих виводах чотириполюс-

ника завжди мають місце одна або дві напруги, викликані джерелами, які 

входять до його складу. Очевидно, що в цьому випадку дія джерел енергії не 

компенсується всередині чотириполюсника. 

У випадку неавтономного активного чотириполюсника його джерела 

енергії є залежними, як наприклад, в схемах заміщення електровакуумних та 

напівпровідникових приладів. Після відключення такого чотириполюсника 

від іншої частини складного кола напруги на його затискачах відсутні. 

Чотириполюсник називається пасивним, якщо він не має в своєму складі 

джерел електромагнітної енергії або якщо його внутрішні джерела енергії 

включені таким чином, що напруги на обох парах розімкнутих виводів чоти-

риполюсника дорівнюють нулю. 

Два чотириполюсника називаються еквівалентними, якщо є можливість 

їх взаємної заміни в складному електричному колі без зміни струмів і напруг 

в іншій його частині. 

Чотириполюсник є симетричним, якщо переміна місцями його вхідних та 

вихідних виводів не змінює струмів і напруг в колі, до складу якого він вхо-

дить. 

Чотириполюсник називається оборотним, якщо виконується теорема 

оборотності (принцип взаємності). Тобто відношення напруги на вході до 

струму на виході дорівнює відношенню напруги на виході до струму на вході. 

Це означає, що передатний опір вхідного та вихідного контурів чотириполю-

сника не залежить від того, яка з двох пар виводів є вхідною, а яка вихідною. 

В іншому випадку чотириполюсник називається необоротним. Звичайно па-

сивні лінійні чотириполюсники є оборотними, а несиметричні активні і авто-

номні та неавтономні чотириполюсники – необоротними. 

Складне електричне коло, що має вхідні та вихідні затискачі, можна роз-

глядати як сукупність окремих чотириполюсників, що з’єднані за деякою схе-

мою. Теорія чотириполюсників дозволяє оцінити параметри такого складного 

чотириполюсника за параметрами окремих складових чотириполюсників і та-

ким чином отримати аналітичну залежність між струмами та напругами на 

вході і виході складного чотириполюсника, не здійснюючи розрахунків стру-

мів та напруг всередині заданої схеми. Ця сама теорія дозволяє також 
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розв’язувати задачу синтезу, тобто знаходити структуру та параметри елемен-

тів схеми чотириполюсника, якщо відомі його характеристики. 

4.1.2. Рівняння чотириполюсників 

Із загального зображення чотириполюсника (рис. 4.1) видно, що режим 

роботи чотириполюсника визначається струмами та напругами на його вході 

11
u,i  та виході 

22
u,i . У зв’язку з цим в теорії чотириполюсників задача аналі-

зу формулюється наступним чином. Дві з чотирьох електричних величин, що 

визначають режим роботи чотириполюсника, відомі, причому їх можна розг-

лядати як задані збудження кола. Необхідно знайти дві інші електричні вели-

чини. 

У відповідності з формулою сполучень по два елементи з чотирьох, мо-

жливі шість варіантів рівнянь зв’язку між заданими електричними величина-

ми, що відображено в табл. 4.1. 

                                                                                                 Таблиця 4.1 

Варіанти систем 

      рівнянь  

 

    Y 

 

   A 

 

   H 

 

   Z 

 

    B 

 

    G 

Задані збудження  21 u,u  22 i,u  21 u,i  21 i,i  11 i,u  21 i,u  

Шукані відгуки  
21

i,i  

  

 11 i,u  21 i,u  21 u,u  22 i,u  21 u,i  

 

В будь-якому з цих варіантів для визначення невідомих відгуків треба 

мати систему двох рівнянь, які називаються основними рівняннями чотири-

полюсника. 

 

Система Y-параметрів чотириполюсника 

 

Нехай заданими є напруги на вході  u1  та виході  u2  чотириполюсника, а 

шуканими відгуками є струми i1 та i2 . Стосовно такої постановки задачі умо-

вно-позитивні напрямки напруг та струмів вказані на рис. 4.3, де зображено 

навантажений на комплексний опір 

нZ  чотириполюс-ник, який живиться 

від джерела ЕРС e(t) з внутрішнім 

опором iZ . В цьому випадку струми 

i1 та i2  залежать від напруг 21 u,u , 

тому струми є залежними а напруги – 

Z н   

Рис. 4.3. Прохідний лінійний  

чотириполюсник 

i1 

u1 

i2 

u2 

Z i 

e(t

) 
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незалежними змінними величинами і можна записати 

).u,u(Fi

),u,u(Fi

2122

2111




                                              (4.1) 

Якщо напруги отримують нескінченно малі прирощення 1du  та du2, то 

змінювання струмів описуються повними диференціалами: 
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                                     (4.2) 

Частинні похідні, що входять в ці рівняння, мають розмірності провідно-

стей і можуть бути позначені таким чином:  
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              (4.3) 

В результаті рівняння (4.2) можна записати у вигляді 

.duyduydi

,duyduydi

2221212

2121111




                                   (4.4) 

Одержані диференціальні співвідношення справедливі для будь-якої фо-

рми зовнішнього збудження і при будь-якому вигляді кола. 

Покажемо, що у випадку гармонічного зовнішнього збудження співвід-

ношення, аналогічні до виразів (4.4), будуть справедливими і для комплекс-

них амплітуд, або діючих значень, напруг та струмів на вході і виході чоти-

риполюсника. 

Можна вважати, що комплексні діючі напруги  1U   та  2U  – це напруги 

двох джерел, що діють на вході і виході пасивного чотириполюсника. Тоді 

згідно з принципом суперпозиції маємо 

,III,III 222111











                                      (4.5) 

де 


1I  та 


2I    – струми на вході і виході чотириполюсника, що викликані дією 

джерела  1U (рис. 4.4, а);  

      


1I  та 


2I  – струми, що протікають в колі при наявності лише джерела на-

0U1   

Рис. 4.4. До визначення Y-параметрів чотириполюсника 

'

1I  
'

2I  

0U
2


 

 0U1   

''

1I

 

''

2I  

0U
2
  

а) б) 
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пруги 2U  (рис.4.4, б). 

Вирази для частинних струмів чотириполюсника матимуть вигляд, який 

обумовлюється системою рівнянь (4.3): 

.UYI;UYI;UYI;UYI 2222121221211111 











        (4.6) 

Для комплексних коефіцієнтів у виразах (4.6) можна записати: 

 0U

1

1
11 2U

I
Y вхідна провідність чотириполюсника при короткому за-

миканні на його виході; 

 0U

1

2
21 2U

I
Y пряма передатна провідність чотириполюсника при ко-

роткому замиканні на його виході; 

 0U
2

1
12 1U

I
Y  обернена передатна провідність при короткому зами-

канні на вході чотириполюсника; 

 0U
2

2
22 1U

I
Y  вихідна провідність чотириполюсника при короткому 

замиканні на його вході. 

Якщо здійснити підстановку частинних струмів (4.6) в рівняння системи 

(4.5), то одержимо 

.UYUYI

,UYUYI

2221212

2121111




                                        (4.7) 

Одержані рівняння називаються рівняннями чотириполюсника в системі 

Y-параметрів. Комплексні коефіцієнти 22211211 Y,Y,Y,Y , які входять в рів-

няння системи (4.7), називаються первинними Y- параметрами чотириполюс-

ника. 

Система рівнянь (4.7) може бути записана і в матричній формі: 

.
U

U
Y

U

U

YY

YY

I

I

2

1

2

1

2221

1211

2

1
                           (4.8) 

Для пасивних чотириполюсників, які є оборотними, виконується прин-

цип взаємності, в результаті чого пряма передатна провідність кола буде до-

рівнювати оберненій передатній провідності – 

.YY 1221                                                (4.9) 

Якщо ж чотириполюсник ще й симетричний, то однаковими будуть та-

кож вхідна та вихідна провідності – 

.YY 2211                                                  (4.10) 
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Таким чином, необоротні чотириполюсники повністю характеризуються 

чотирма первинними параметрами, оборотні – трьома, а симетричні – лише 

двома. 

Якщо на чотириполюсник діють джерела постійних струмів та напруг, то 

замість комплексних Y-параметрів маємо Y-параметри з такими ж індексами, 

які є дійсними числами. 

Комплексні  Y-параметри переважно використовуються при аналізі па-

сивних та активних кіл в області високих частот, оскільки в цьому діапазоні 

можна якісно реалізувати досліди короткого замикання на вході та виході чо-

тириполюсника при експериментальному визначенні первинних параметрів. 
 

Система А-параметрів чотириполюсника 
 

Якщо чотириполюсник виконує роль проміжної ланки між джерелом 

енергії та опором навантаження, то найчастіше відомими є параметри наван-

таження – напруга  2U  та струм 2I . В такому разі шуканими є величини, що 

характеризують режим на вході чотириполюсника – напруга 1U  та струм 1I . 

Оскільки в цьому випадку здійснюється передача енергії від вхідних за-

тискачів чотириполюсника до вихідних, то доцільно умовно-позитивні на-

прямки напруги 2U  та струму 2I  ви-

брати такими, які б збігалися (рис. 4.5).  

Як наслідок, в рівняннях системи 

(4.7), яка описує роботу чотири-

полюсника при дії на нього гармонічно-

го збудження, знак перед струмом 2I  

треба змінити на протилежний: 

.UYUYI

;UYUYI

2221212

2121111




                                   

(4.11) 

Після цього розв’яжемо одержану систему рівнянь (4.11) відносно вхід-

них електричних величин чотириполюсника  1U  та  1I . З другого рівняння си-

стеми (4.11) маємо 

.I
Y

1
U

Y

Y
U 2

21
2

21

22
1                                  (4.12) 

Якщо підставимо (4.12) в перше рівняння системи (4.11), то одержимо 

Рис. 4.5. Умовно-позитивні напрямки 

струмів та напруг при визначенні 

А-параметрів чотириполюсника 

I1 

U1 

I2 

U2 нZ  
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2122
21

2
21

22
111 UYI

Y

1
U

Y

Y
YI 








 , 

або 

,I
Y

Y
U

Y

Y
I 2

21

11
2

21
1                                    (4.13) 

де  21122211 YYYYY  визначник, складений з Y-параметрів чотири-

полюсника у відповідності з системою рівнянь (4.7). 

Якщо в рівняннях (4.12) та (4.13) покласти 

,
Y

Y
A,

Y

Y
A,

Y

1
A,

Y

Y
A

21

11
22

21

21

21

12

21

22
11           (4.14) 

то одержимо систему рівнянь чотириполюсника в А-параметрах: 

.IAUAI

;IAUAU

2222211

2122111




                                    (4.15) 

У загальному випадку і А-параметри, і раніше розглянуті Y-параметри є 

комплексними величинами і залежать від частоти. А-параметри можна визна-

чити таким чином:    

 0I
2

1
11 2U

U
A величина, обернена до передатної КЧХ відносно напруги 

при холостому ході на виході чотириполюсника; 

 0U
2

1
22 2I

I
A  величина, обернена до передатної КЧХ відносно струму 

при короткому замиканні на виході чотириполюсника; 

 0U
2

1
12 2I

U
A величина, обернена до передатної провідності при коро-

ткому замиканні на виході чотириполюсника; 

 0I
2

1
21 2U

I
A  величина, обернена до передатного опору при холосто-

му ході на виході чотириполюсника. 

Визначник, що складений з А-параметрів чотириполюсника, з урахуван-

ням (4.14) дорівнює 

.
Y

Y
AAAAА

21

12
21122211                                 (4.16) 
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У випадку оборотного чотириполюсника  1221 YY   і тому  .1A   Якщо 

ж чотириполюсник симетричний, то на основі (4.10) з урахуванням (4.14) 

одержимо 

.AA 2211                                                 (4.17) 

Очевидно, що у випадку оборотного симетричного чотириполюсника чи-

сло незалежних первинних параметрів дорівнює двом, а інші два можуть бути 

знайдені за допомогою рівнянь зв’язку: 

.AA;1AAAA 221121122211                            (4.18) 

Систему рівнянь чотириполюсника в А-параметрах можна записати і в 

матричній формі 

.
AA

AA
A,

I

U
A

I

U

2221

1211

2

2

1

1
                          (4.19) 

Ця система рівнянь використовується в енергетиці при аналізі переда-

вання великих обсягів електромагнітної енергії від джерела до споживача. 

 

Система Н-параметрів чотириполюсника 

 

При аналізі активних чотириполюсників в області низьких та середніх 

частот використовують переважно систему рівнянь з так званими гібридними 

параметрами. В цьому випадку незалежними змінними величинами є вхідний 

струм  i1  та вихідна напруга  u2, а залежними – вхідна напруга  u1  та вихідний 

струм  i2. Умовно-позитивні напрямки напруг та струмів вибирають такими,  

як і при використанні системи  Y-параметрів. 

При дії на коло гармонічних струмів і напруг систему рівнянь чотирипо-

люсника в Н-параметрах, як і рівняння в А-параметрах, можна отримати на 

основі системи рівнянь (4.7). 

З першого рівняння цієї системи отримаємо 

.U
Y

Y
I

Y

1
U 2

11

12
1

11
1                                       (4.20) 

Якщо підставити (4.20) у друге рівняння системи (4.7), то одержимо 

.U
Y

YY
YI

Y

Y
I 2

11

1221
221

11

21
2 








                          (4.21) 

Після введення позначень 

11

22

11

21
21

11

12
12

11

11
Y

Y
H,

Y

Y
H,

Y

Y
H,

Y

1
H                    (4.22) 
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отримаємо систему рівнянь чотириполюсника в Н-параметрах – 

,UHIHI

,UHIHU

2221212

2121111




                                        (4.23) 

або в матричній формі – 

.
HH

HH
H,

U

I
H

I

U

2221

1211

2

1

2

1
                           (4.24) 

У відповідності з системою рівнянь (4.23) гібридні Н-параметри визна-

чаються таким чином: 

 0U
1

1
11 2I

U
H  вхідний комплексний опір чотириполюсника при корот-

кому замиканні на його виході; 

 0I
2

1
12 1U

U
H  величина, обернена до передатної КЧХ відносно напру-

ги при холостому ході на вході чотириполюсника; 

 0U
1

2
21 2I

I
H  передатна КЧХ відносно струму при короткому зами-

канні на виході чотириполюсника; 

 0I
2

2
22 1U

I
H  вихідна комплексна провідність чотириполюсника при 

холостому ході на вході. 

 

Інші системи первинних параметрів чотириполюсника 

 

Системи первинних Y- , A- та Н-параметрів чотириполюсника  найбільш 

широко застосувуються при дослідженні лінійних кіл. Розглянемо три інші 

системи параметрів, які використовуються значно рідше. 

Якщо в чотириполюснику заданими є струми 1I  та 2I , а невідомими – 

напруги  1U  та  2U , то рівняння зв’язку напруг і струмів матимуть вигляд 

.IZIZU

,IZIZU

2221212

2121111




                                     (4.25) 

У виразах системи (4.25) комплексні коефіцієнти при струмах мають ро-

змірності опорів і являють собою так звані Z-параметри чотириполюсника. 

Два з цих параметрів  11Z   і  21Z   можна знайти за допомогою досліду холос-

того ходу на виході чотириполюсника ( 0I2  ), а параметри 12Z  і 22Z  – за до-

помогою досліду холостого ходу на вході ( 0I1  ). 
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В тому випадку, коли заданими є комплексні діючі значення вхідної на-

пруги 1U  та вхідного струму 1I , а визначити треба вихідні значення напруги  

2U  і струму 2I ,  зв’язок  між  ними  задають  за  допомогою системи рівнянь 

у В-параметрах: 

.IBUBI

;IBUBU

1221212

1121112




                                     (4.26) 

Значення параметрів 11B  та 21B  визначаються за допомогою досліду холосто-

го ходу на вході чотириполюсника ( 0I1  ), а параметри 12B  та 22B  – із дослі-

ду короткого замикання на його вході ( 0U1  ). 

І нарешті, у випадку, коли заданими величинами є вхідна напруга  1U   та  

вихідний струм  2I , а шуканими – вхідний струм  1I  та  вихідна напруга  2U , 

маємо систему рівнянь чотириполюсника в G-параметрах: 

.IGUGU

;IGUGI

2221212

2121111




                                    (4.27) 

В системі рівнянь (4.27) G-параметри можна знайти за допомогою дослі-

дів холостого ходу на виході чотириполюсника ( 0I2  ) та короткого зами-

кання на вході ( 0U1  ). 

При використанні систем  Z-  та  G-параметрів умовно-позитивні напря-

мки напруг і струмів вибирають такими, як і у випадках описання чотирипо-

люсників за допомогою рівнянь з  Y-  та  Н-параметрами. Якщо ж використо-

вується система рівнянь з  В-параметрами, то напрямки напруг і струмів ви-

бирають протилежними по відношенню до тих, що мали місце при отриманні 

системи рівнянь чотириполюсника з А-параметрами.  

Очевидно, що, як і у випадку  Y-, A- та Н-параметрів, параметри трьох 

останніх систем можна також знайти шляхом переведення параметрів з однієї 

системи в іншу. Формули перерахування для всіх шести систем первинних 

параметрів чотириполюсника наведені в додатку. Окрім того їх можна знайти 

в довідковій літературі та в підручниках з теорії кіл. 

4.1.3. Способи визначення первинних параметрів чотириполюсника 

Кожен з шести типів рівнянь чотириполюсника включає чотири коефіці-

єнти, які називаються первинними параметрами чотириполюсника. 

Для оборотного чотириполюсника незалежними є лише три коефіцієнти, 

а значення четвертого можна визначити, скориставшись одним з рівнянь 

зв’язку між первинними параметрами оборотного чотириполюсника: 



114 

 

.21122112

21122112

GG;1B;ZZ

;HH;1A;YY




                              (4.28) 

Для симетричних оборотних чотириполюсників є справедливими 

співвідношення (4.28) і має місце додатковий зв’язок між первинними пара-

метрами: 

.1G;BB;ZZ

;1H;AA;YY

22112211

22112211




                              (4.29) 

Тому незалежними є лише два первинні параметри з чотирьох, а два інші мо-

жна знайти за допомогою співвідношень (4.28) та (4.29). 

Окрім того, визначення первинних параметрів однієї системи за допомо-

гою відомих первинних параметрів іншої значно спрощується, якщо врахува-

ти, що визначники складені з Y- та Z-параметрів, з Н- та G-параметрів а та-

кож з  А-  та В-параметрів, є взаємно оберненими: 

.B
B

1
A;G

G

1
H;Z

Z

1
Y

111 
  

Оскільки пасивні чотириполюсники є оборотними, то у випадку їх неси-

метричності вони характеризуються трьома параметрами. Якщо ж вони ще й 

симетричні, то для їх описання достатньо двох первинних параметрів. 

Первинні параметри чотириполюсника можна знайти за допомогою од-

ного з наступних методів: 

– розрахунковим методом, що полягає в складанні рівнянь електричної 

рівноваги кола та наступному знаходженні на їх основі первинних пара-

метрів; 

– розрахунковим або експериментальним методом за допомогою дослідів 

холостого ходу та короткого замикання; 

– шляхом представлення складного чотириполюсника у вигляді 

з’єднання більш простих, параметри яких є відомими. 

 

Розрахункові методи визначення первинних параметрів 

чотириполюсника 

 

Для знаходження коефіцієнтів будь-якої з сис-

тем рівнянь чотириполюсника розрахунковим ме-

тодом необхідно знати електричну схему цього чо-

тириполюсника. Застосовуючи один з відомих ме-

тодів аналізу електричних кіл,  записують співвід-

1Z  
2Z  

Рис. 4.6. Г-подібний  

чотириполюсник 

1I  

1U  
2

U  

I2 



115 

 

ношення, які зв’язують струми та напруги на вході і виході чотириполюсни-

ка, а потім співставляють ці співвідношення з відповідними типами рівнянь 

чотириполюсника. 

Для прикладу знайдемо цим методом А-пара-метри Г-подібного чотири-

полюсника (рис.4.6).  

При цьому необхідно скласти систему рівнянь, в яких напруга U1 та 

струм I1 були б виражені через напругу U2 та струм I2. Скористаємося для 

цього методом рівнянь Кірхгофа і складемо одне з рівнянь за другим, а інше 

за першим законом Кірхгофа: 

.I
Z

U
I

,IZUU

2

1

1
1

2221





                                               (4.30) 

Підставимо перше рівняння системи (4.30) в друге – 

.I)ZZ1(
Z

U
I

Z

IZU
I 212

1

2
2

1

222
1 


  

Отже, шукана система рівнянь матиме вигляд 

  .IZZ1U
Z

1
I

,IZUU

2122

1

1

2221





                                   (4.31) 

Якщо рівняння системи (4.31) порівняти з рівняннями системи (4.15), то 

для первинних А-параметрів чотириполюсника, схема якого зображена на 

рис. 4.6, одержимо 

 .ZZ1A,
Z

1
A,ZA,1A 1222

1

2121211                  (4.32) 

Якщо розв’язати систему рівнянь (4.31) відносно іншої пари електричних 

величин, то можна легко отримати первинні параметри будь-якої іншої сис-

теми. 

Часто при використанні розрахункового методу визначення первинних 

параметрів чотириполюсника буває доцільно розглядати режими холостого 

ходу та короткого замикання. При цьому, маючи еквівалентну схему дослі-

джуваного чотириполюсника, за допомогою  методів аналізу схем знаходять 

значення електричних величин, що визначають первинні параметри заданої 

системи в цих режимах. 

Знайдемо таким способом Y-параметри Т-подібного чотириполюсника, 

який зображений на рис. 4.7. 
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Якщо даний чотириполюсник оборотний та симетричний, то 1221 YY   , 

а .YY 2211   Це означає, що система рівнянь чотириполюсника в Y-пара-

метрах матиме вигляд 

.UYUYI

,UYUYI

2111122

2121111




                                (4.33) 

У випадку, коли реалізовано режим короткого 

замикання на виході чотириполюсника, одер-

жимо 

.UYI,UYI 112к2111к1            (4.34) 

Для цього ж режиму знайдемо ті  самі струми 

к1I  і к2I  за допомогою методу еквівалентних 

перетворень та закону Ома в комплексній 

формі:   
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    (4.35) 

Порівнюючи системи рівнянь (4.34) та (4.35), для шуканих Y-параметрів, 

отримаємо 
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                          (4.36) 

Оскільки даний чотириполюсник симетричний, то в його схемі  31 ZZ  , 

а це означає, що у випадку відомих Y-параметрів чотириполюсника можна, 

користуючись системою рівнянь (4.36), знайти параметри елементів схеми. 

І нарешті, визначимо, користуючись дослідами холостого ходу та корот-

кого замикання, первинні А-параметри несиметричних Т-подібного (рис. 4.7) 

та П-подібного (рис. 4.8) чотириполюсників. 

Для Т-подібного чотириполюсника згідно з системою рівнянь (4.15) в 

режимі холостого ходу на виході отримаємо 
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          (4.37) 

1Z  

2Z  
3Z  

Рис. 4.7. Т-подібний  

чотириполюсник 

1I  

1U  
2

U  3I  

I2 
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В той самий час для цього ж чотириполюсника в режимі короткого замикання 

на його виході згідно з правилом подільника струму матимемо 
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або після нескладних перетворень – 

.ZZZZZA 2313112                                    (4.38) 

І нарешті, для четвертого з А-параметрів Т-подібного чотириполюсника мож-

на записати 
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                         (4.39) 

Діючи аналогічно, для П-подібного чотириполюсника (рис. 4.8) в режимі 

холостого ходу на виході отримаємо 
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    (4.40) 
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    (4.41) 

Одночасно для цієї ж схеми в режимі ко-

роткого замикання на виході матимемо 
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    (4.42) 

Слід зазначити, що отримані співвідношення для первинних А-пара-

метрів несиметричних Т- та П-подібних чотириполюсників є універсальними, 

оскільки дозволяють легко отримати аналогічні первинні параметри для від-

повідних симетричних чотириполюсників, а також для несиметричних Г-по-

дібних чотириполюсників. 

 

Експериментальне визначення первинних параметрів 

чотириполюсника 

 

Як видно з виразів для первинних параметрів будь-якої з систем, ці па-

раметри можна знайти шляхом вимірювання струмів та напруг на вході і ви-

ході чотириполюсника в режимах холостого ходу та короткого замикання. 

U1 
Z1 

Z2 

Z3 U2 

I1 I2 

Рис. 4.8. П-подібний  

чотириполюсник 
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Якщо чотириполюсник має в своєму складі лише активні опори, то для ви-

значення первинних параметрів достатньо виміряти лише діючі або ампліту-

дні значення струмів і напруг. У колах гармонічного струму з реактивними 

елементами необхідно додатково знайти і зсуви фаз між відповідними елект-

ричними величинами. Однак у випадку електричних кіл великої довжини, на-

приклад, ліній передачі електромагнітної енергії та зв’язку, здійснити вимі-

рювання деяких фазових зсувів, що потребують підключення фазовимірюва-

льного приладу одночасно і до вхідних, і до вихідних затискачів, взагалі не-

можливо. 

В результаті при дослідженні пасивних чотириполюсників дуже часто 

первинні параметри розраховують через заздалегідь визначені опори холосто-

го ходу та короткого замикання. Вимірювальні прилади при визначенні цих 

опорів треба підключати лише з боку вхідних або вихідних затискачів чоти-

риполюсника. Для більшості чотириполюсників вимірювання цих опорів ви-

конується набагато простіше та точніше, ніж безпосереднє вимірювання пер-

винних параметрів. При реалізації цього методу визначають: 

x1Z опір чотириполюсника з боку вхідних затискачів при холостому 

ході на виході; 

к1Z  опір чотириполюсника з боку вхідних затискачів при замкнених 

вихідних; 

х2Z  опір чотириполюсника з боку вихідних затискачів    при  розі-

мкнених вхідних; 

к2Z  опір чотириполюсника з боку вихідних затискачів при замкнених 

вихідних. 

Цих чотирьох параметрів достатньо для визначення первинних парамет-

рів будь-якого оборотного чотириполюсника і запису рівнянь будь-якої з ше-

сти систем. Для визначення первинних параметрів необоротного чотирипо-

люсника опорів холостого ходу та короткого замикання буде недостатньо, 

оскільки тільки три з  цих чотирьох параметрів є незалежними. Дійсно, як ви-

дно з систем рівнянь (4.7) та (4.25), опори холостого ходу та короткого зами-

кання дорівнюють 

.ZZ,ZZ,Y1Z,Y1Z 22x211x122к211к1                 (4.43) 

На основі виразів (4.43) та рівнянь зв’язку між Z- та Y-параметрами, що при-

ведені в додатку, тобто 

YYZ 2211  ,   YYZ 1122  , 

можна одержати 
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Отже, опори холостого ходу та короткого замикання зв’язані між собою 

співвідношенням 

.
Z

Z

Z

Z

x2

к2

x1

к1                                           (4.44) 

Це означає, що незалежними є лише три з чотирьох розглянутих опорів. 

Виразимо опори короткого замикання та холостого ходу через первинні 

параметри однієї з систем, наприклад, через А-параметри. 

При живленні чотириполюсника з боку вхідних затискачів та при холос-

тому ході на виході маємо напругу x2U  на виході чотириполюсника, а на 

вході напругу x1U  і струм x1I . При цьому вихідний струм .0I2   Тому з сис-

теми рівнянь (4.15) виходить, що 

.UIA,UUA x2x121x2x111   

Тоді вхідний опір при холостому ході на виході дорівнює 

.AAIUZ 2111x1x1x1                                   (4.45) 

При короткому замиканні на виході, коли напруга  0U2  , маємо струми  

к22к11 II,II    та напругу  к11 UU  . Тоді з тієї ж самої системи рівнянь 

(4.15) одержимо 

.IIA,IUA к2к122к2к112   

В результаті вхідний опір чотириполюсника при короткому замиканні на його 

виході дорівнює 

.AAIUZ 2212к1к1к1                                    (4.46) 

При короткому замиканні на вході, коли чотириполюсник живиться з бо-

ку виходу, напруга на вході  0U1  , напруга на виході к22 UU  , а вихідний 

струм к22 II  . Тоді з першого рівняння системи (4.15) маємо 

.AAIUZ 1112к2к2к2                                     (4.47) 

І нарешті, при холостому ході на вході чотириполюсника, коли 0I1  , з 

другого рівняння системи (4.15) отримаємо 

,AAIUZ 2122x2x2x2                                     (4.48) 

або з урахуванням (4.45) 
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.Z
A

A
Z x1

11

22
x2                                               (4.49) 

Оскільки А-параметри оборотного чотириполюсника зв’язані співвідно-

шенням  

,1AAAA 21122211                                         (4.50) 

то їх можна виразити через будь-які три незалежні опори холостого ходу та 

короткого замикання. Для цього виразимо три з чотирьох А-параметрів через 

четвертий – 11A  та опори  к2к1x1 Z,Z,Z  – 
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2111к212            (4.51) 

Після підстановки виразів (4.51) у співвідношення (4.50) одержимо 
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Звідки для четвертого з А-параметрів отримаємо 
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                                          (4.52) 

З виразів (4.51) та (4.52) видно, що первинні А-параметри чотириполюс-

ника знаходять на основі двох параметрів короткого замикання ( к2к1 Z,Z ) та 

одного параметра холостого ходу ( x1Z ). Однак на практиці досліди короткого 

замикання не завжди можна реалізувати безпечно для досліджуваного кола.  

Тому доцільно використовувати для визначення первинних параметрів два 

параметри холостого ходу і лише один короткого замикання. У випадку, коли 

такими параметрами є трійка – ,Z,Z,Z к2x2x1  для знаходження первинних па-

раметрів 12A  та 21A  користуються двома першими виразами системи рівнянь 

(4.51), а параметр 22A  визначають за допомогою співвідношення (4.49) – 
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Z
A 11
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22                                            (4.53) 

Підстановка цих виразів у співвідношення (4.50) дає 
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звідки остаточно отримаємо 
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                                             (4.54) 
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Діючи аналогічно, можна записати співвідношення для знаходження А-па-

раметрів у випадку визначення іншої трійки опорів – .Z,Z,Z к1x2x1  

4.1.4. Зміна напрямку передачі енергії через чотириполюсник 

Якщо чотириполюсник живиться з боку вихідних затискачів і енергія пе-

редається з його виходу на вхід, то рівняння чотириполюсника в А-пара-

метрах можна одержати на основі системи (4.15), якщо змінити напрямки 

струмів 1I  та 2I  на протилежні: 

).I(AUAI

);I(AUAU

2222211

2122111




                                  (4.55) 

Оскільки у випадку зворотного напрямку передачі енергії незалежними 

будуть величини 1U  та 1I , а залежними  2U  та  2I , то систему рівнянь (4.55) 

треба розв’язувати відносно двох останніх електричних величин. Вважаючи 

чотириполюсник оборотним, отримаємо такий розв’язок методом визначни-

ків. У цьому випадку маємо 

.I,U
A

I
2

A

U

2
22








                                         (4.56) 

У виразах (4.56) визначники  
2UA ,   та  

2I
  мають вигляд 
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              (4.57) 

На основі співвідношень (4.56) та (4.57) для шуканих напруги 2U  і струму 2I  

одержимо 
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                  (4.58) 

Остаточно система рівнянь чотириполюсника в А-параметрах при передачі 

енергії з виходу на вхід має вигляд 

.IAUAI

,IAUAU

1111212

1121222




                                      (4.59) 

Порівнюючи системи рівнянь (4.15) та (4.59), можна зробити висновок,  

що при змінюванні напрямку передачі енергії через чотириполюсник в згада-

них системах рівнянь коефіцієнти 11A  і 22A  міняються місцями. Це означає, 

що для несиметричних чотириполюсників умови передачі енергії в прямому 
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та зворотному напрямках різні. На відміну від цього, для симетричних чоти-

риполюсників, у яких  2211 AA  , умови передачі енергії в обох напрямках є 

однаковими. 

4.2. Схеми заміщення та вторинні параметри чотириполюсника 

4.2.1. Схеми заміщення чотириполюсника 

Режим роботи будь-якого прохідного чотириполюсника можна описати 

за допомогою однієї з раніше розглянутих систем рівнянь в  А-, В-, Y-, Z-, H- 

або G-параметрах. В загальному випадку рівняння кожної з цих систем вклю-

чають чотири незалежних коефіцієнти. Тому найбільш проста еквіва-лентна  

схема чотириполюсника повинна складатися не більш ніж з чотирьох елемен-

тів, параметри яких визначаються за допомогою первинних параметрів чоти-

риполюсника. При цьому можна скласти декілька рівноцінних схем заміщен-

ня, що мають в своєму складі мінімальну кількість елементів. 

Розглянемо схеми заміщення чотириполюсника, параметри яких вира-

жаються через Y- , Z- , H- , G- та А-параметри. 

На рис. 4.9 наведені еквівалентні схеми чотириполюсників, в яких ліва та 

права частини моделюють окремо кожне з рівнянь систем (4.7), (4.23), (4.25) 

та (4.27). Подібні схеми не можна ставити у відповідність системам рівнянь 

(4.15) та (4.26), оскільки для них неможливо змоделювати кожне рівняння 

окремою схемою. 

Як виходить з аналізу наведених схем, кожна з них, незалежно від типу 

чотириполюсника, має в своєму складі два залежних джерела енергії, одне з 

яких діє у вхідному, а інше у вихідному контурах схем заміщення. При цьому 

джерело енергії у вихідному контурі кожної з цих схем характеризує процес 

передачі енергії з входу на вихід чотириполюсника, а наявність залежного 

джерела енергії у вхідному контурі показує наявність процесу зворотної пе-

редачі енергії з виходу чотириполюсника на його вхід. 

Очевидно, що, користуючись рівняннями зв’язку між первинними пара-

метрами різних систем, можна в кожній з наведених схем виразити параметри 

елементів через первинні параметри інших систем. Недоліком наведених схем 

є наявність двох джерел енергії при моделюванні як активних, так і пасивних 

чотириполюсників. 
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Вільними від такого недоліку є П- та Т-подібні еквівалентні схеми чоти-

риполюсників. Розглянемо такі схеми заміщення для необоротних та оборот-

них чотириполюсників, параметри яких виражаються через Y- та Z-пара-

метри.     

На рис. 4.10, а наведена П-подібна еквівалентна схема активного чоти-

риполюсника, в якій провідності віток виражені через Y-параметри. При цьо-

му схема має одне залежне джерело струму 11221 U)YY(  , яке зберігається 

лише в схемі заміщення необоротного чотириполюсника. Якщо ж чотирипо-

люсник оборотний, то  1221 YY  , і джерело струму в еквівалентній схемі від-

сутнє (рис. 4.10, б). Покажемо, що схема на рис. 4.10, а  відповідає системі рі-

внянь чотириполюсника в Y-параметрах. Для цього запишемо рівняння за пе-

ршим законом Кірхгофа відносно струмів 21 IтаI  – 

.UYUYU)YY()UU(YU)YY(I

,UYUY)UU(YU)YY(I

222121112211212212222

2121112112112111




     (4.60) 

Дійсно, система рівнянь (4.60) повністю відповідає системі (4.7). Так са-

б) 

Рис. 4.9. Схеми заміщення чотириполюсника в Y- (а), Z- (б), Н- (в) 

та G- (г) параметрах 
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Рис. 4.10. Еквівалентна схема необоротного (а)  

та оборотного (б) чотириполюсника в Y-параметрах 
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мо можна довести, що цій системі відповідає і пасивна схема заміщення обо-

ротного чотириполюсника, яка наведена на рис. 4.10, б. 

На рис. 4.11, а  наведена Т-подібна еквівалентна схема необоротного чо-

тириполюсника, в якій параметри елементів виражені через первинні Z-пара-

метри. Складемо рівняння для вхідного та вихідного контурів цієї схеми за 

другим законом Кірхгофа і отримаємо 

.IZIZI)ZZ(Z)II()ZZ(IU

,IZIZZ)II()ZZ(IU

222121112211221122222

2121111221121111




  (4.61) 

Очевидно, що отримана система рівнянь точно повторює систему (4.25). 

В еквівалентній схемі оборотного чотириполюсника (рис. 4.11, б), для 

якого  2112 ZZ  , залежне джерело енергії відсутнє і схема є пасивною. 

Параметри елементів розглянутих П- та  Т-подібної схем заміщення, так 

само, як і схем на рис. 4.9, можна виразити і через первинні параметри чоти-

риполюсника інших систем. Для цього найкраще скористатись таблицею від-

повідності між первинними параметрами різних систем. Наприклад, на рис. 

4.12, а наведена П-подібна схема заміщення необоротного чотири-полюсника, 

параметри елементів якого виражені через первинні А-параметри.  

Аналогічна схема для оборотного чотириполюсника зображена на рис. 4.12, б. 

Рис. 4.11. Еквівалентні схеми необоротного (а)  

та оборотного (б) чотириполюсників в Z-параметрах 
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Рис. 4.12. Еквівалентні схеми необоротного (а) та оборотного (б) 

чотириполюсників, параметри елементів яких виражені через А-параметри 
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Остання найчастіше використовується при розрахунках енергетичних систем. 

Наостанок зазначимо, що П-подібні схеми заміщення чотириполюсників 

можуть бути перетворені в Т-подібні або навпаки за допомогою типового ек-

вівалентного перетворення трикутник – зірка.  

4.2.2. Характеристичні параметри прохідного чотириполюсника 

Якщо несиметричний чотириполюсник, що працює в режимі прямої пе-

редачі енергії, навантажити опором 2Z , то його вхідний опір при використан-

ні системи А-параметрів згідно з (4.15) буде визначатися співвідношенням 
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                                (4.62) 

Вважаючи, що опір навантаження чотириполюсника 222 IUZ  , одер-

жимо 
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22221
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                                   (4.63) 

У випадку, коли цей самий чотириполюсник працює в режимі зворотної 

передачі енергії і навантажений з боку вхідних затискачів опором  1Z , його 

вхідний опір з боку вихідних затискачів можна знайти, скориставшись вира-

зом (4.59) 
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                (4.64) 

Якщо в обох розглянутих випадках опори навантаження  12 ZтаZ  піді-

брати таким чином, щоб виконувались умови 

,ZZ,ZZ 22вх11вх                                 (4.65) 

то можна вважати, що існують деякі два опори  2x1x ZтаZ , які задовольня-

ють наступній умові: при прямій передачі енергії (рис. 4.13, а) вхідний опір 

чотириполюсника, навантаженого опором 2xZ , дорівнює ;Z 1x  при зворотній 

Рис. 4.13. Навантаження несиметричного чотириполюсника  

характеристичними опорами при прямій (а) та зворотній (б) передачі енергії 
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передачі енергії (рис. 4.13, б) вхідний опір чотириполюсника, навантаженого 

з боку входу опором ,Z 1x  дорівнює .Z 2x  Такі два опори 2x1x ZтаZ  назива-

ються характеристичними опорами несиметричного чотириполюсника. 

Якщо чотириполюсник в режимі прямої або зворотної передачі енергії 

навантажений відповідним характеристичним опором, то він працює в режимі 

узгодженого навантаження, при якому виконується умова передачі макси-

мальної енергії зі входу на вихід чотириполюсника або навпаки. При цьому 

необхідно також узгодити чотириполюсник і з джерелом енергії. 

Нехай у виразах (4.63) та (4.64) прийнято 

,ZZZ,ZZZ 2x22вх1x11вх   

тоді одержимо 
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               (4.66) 

Якщо ж систему рівнянь (4.66) розв’язати відносно характеристичних 

опорів  2x1x ZтаZ , то матимемо 

.
AA

AA
Z,

AA

AA
Z

1121

1222
2x

2221

1211
1x                          (4.67) 

Очевидно, що несиметричний чотириполюсник і в разі прямої, і в разі 

зворотної передачі енергії, як і трансформатор, є перетворювачем опору. 

У випадку симетричного чотириполюсника  2211 AA   і характеристичні 

опори  2x1x ZтаZ  однакові: 

.AAZZ 21122x1x                                  (4.68) 

Це означає, що симетричний чотириполюсник не перетворює, а тільки 

повторює на своїх вхідних затискачах узгоджений опір навантаження. Тому в 

симетричних чотириполюсниках узгоджений опір навантаження часто нази-

вають повторним і позначають .Zп  

Якщо чотириполюсник несиметричний та оборотний, то, як відомо, для 

повної характеристики його властивостей необхідно знати три незалежних 

параметри. Тому окрім характеристичних опорів 2x1x ZтаZ  вводять ще й 

третій параметр, який дозволить порівнювати струми й напруги на вході та 

виході чотириполюсника. Для такого порівняння струмів та напруг складемо 

рівняння для відношень напруг і струмів на вході та виході чотириполюсника, 

що навантажений на узгоджений опір 2xZ . В цьому випадку рівняння чоти-

риполюсника в А-параметрах мають такий вигляд: 
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           (4.69) 

Тоді для шуканих відношень отримаємо 
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                            (4.70) 

Однаковий множник в правих частинах обох рівнянь системи (4.70)  за-

лежить лише від властивостей чотириполюсника і може бути використаний 

разом з характеристичними опорами  2x1x ZтаZ  як третій його параметр. 

Фізично цей параметр характеризує згасання та фазовий або часовий зсув си-

гналу при його проходженні через чотириполюсник.  

Звичайно при оцінці згасання сигналу найчастіше використовують лога-

рифмічні одиниці, тому третій параметр чотириполюсника доцільно предста-

вити у вигляді 

 21122211 AAAAlnГ  ,                             (4.71) 

або інакше 
Г

21122211 eAAAA  ,                               (4.72) 

де Г  – параметр чотириполюсника, що називається коефіцієнтом поширення 

або постійною передачі. 

Оскільки первинні А-параметра чотириполюсника    є величинами ком-

пле-ксними, то і введений параметр – коефіцієнт поширення Г  також є ком-

плексною величиною – 

jBАГ  .                                          (4.73) 

Таким чином, вихідний 2xZ  і вхідний 1xZ  характеристичні опори та кое-

фіцієнт поширення Г  повністю характеризують оборотний чотириполюс-ник 

і називаються його характеристичними або вторинними параметрами. Всі во-

ни є комплексними функціями частоти.  

4.2.3. Характеристичні параметри симетричного чотириполюсника 

Як відомо, характеристичні опори симетричного чотириполюсника одна-

кові і визначаються співвідношенням (4.68). Це обумовлено тим, що первинні 
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параметри  2211 АтаА  є однаковими. Таким чином, з виразів (4.70) і (4.72) 

видно, що 

211211
Г AAAe  ,                                          (4.74) 

або 

2121
Г IIUUe  .                                         (4.75) 

Якщо на вхід чотириполюсника надходить довільний гармонічний сиг-

нал, то діючі вхідна та вихідна напруги дорівнюють 

.eUU,eUU 2u1u j

22

j

11


                                (4.76) 

Тоді, скориставшись виразами (4.73), (4.75) та (4.76), можна записати 

)(j

2

1jBAjBAГ 2u1ue
U

U
eeee

   ,                      (4.77) 

звідки виходить, що 

,B,UUe
21 uu21

A    

або інакше 

.B),UU(lnA
21 uu21                           (4.78) 

Аналогічно для струмів  21 IтаI  матимемо 

.B),II(lnA
21 ii21                            (4.79) 

Як видно з виразів (4.78) та (4.79), величина  А  є логарифмічною харак-

теристикою ослаблення сигналу, що проходить через чотириполюсник, і на-

зивається коефіцієнтом згасання. Величина  В  характеризує зсув фази сигна-

лу при його проходженні через симетричний чотириполюсник і називається 

коефіцієнтом фази. Одиницею вимірювання коефіцієнта фази В є радіан або 

градус.  

Коефіцієнт згасання А найчастіше вимірюється в логарифмічних одини-

цях. Якщо використовується натуральний логарифм відношення напруг або 

струмів, як у виразах (4.78) та (4.79), то одиницею вимірювання згасання є 

непер (Нп). Згасанню сигналу в один непер відповідає зменшення напруги 

або струму на виході чотириполюсника в порівнянні з їх вхідними значення-

ми в  е  разів. 

Іноді розглядають не відношення напруг або струмів, а відношення ак-

тивних або повних потужностей. Для симетричного чотириполюсника з узго-

дженим навантаженням маємо 
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і тоді для коефіцієнта згасання отримаємо 
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A  .                                 (4.80) 

В сучасній радіотехніці та електрозв’язку разом з непером використову-

ється й інша логарифмічна одиниця вимірювання згасання – бел (Б), в основу 

якої покладений десятковий логарифм відношення потужностей. 

Якщо потужність корисного сигналу на вході чотириполюсника в десять 

разів більша, ніж потужність на його виході, то згасання дорівнює одному бе-

лу. Вираз для оцінки згасання в белах має вигляд 
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lgA  .                                      (4.81) 

На практиці частіше використовують в десять разів меншу одиницю – деци-

бел (дБ). В цьому випадку 
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lg10A  .                                (4.82) 

Одиниці вимірювання згасання бел та децибел можна використовувати і 

для оцінки величини відношень напруг і струмів: 
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                                 (4.83) 

Якщо скористатись відомим співвідношенням між натуральним та десятко-

вим логарифмами числа  xlg3,2xln  , то можна знайти зв’язок між одиниця-

ми вимірювання згасання – бел, децибел і непер. Виходячи з виразів (4.78), 

(4.79) та другого виразу системи рівнянь (4.83), можна записати 

дБ2

1

Нп2

1

Нп2

1

U

U
lg20

U

U
lg3,2

U

U
ln  , 

звідки   виходить,  що   дБ20Нп3,2  ,  або   1 Нп  8,686 дБ,  1 дБ  0,115 Нп,  

1 Б  1,15 Нп. 

4.3. Основні характеристики та способи з’єднання чотириполюсників 

Розглянемо передатні характеристики окремих прохідних чотириполюс-

ників та з’єднань таких чотириполюсників як в узгодженому, так і в неузго-

дженому режимі роботи. 
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4.3.1. Передатні характеристики прохідного чотириполюсника 

Передатною комплексною частотною характеристикою прохідного чоти-

риполюсника називається відношення комплексних амплітуд або комплекс-

них діючих значень електричних величин на виході та вході чотириполюсни-

ка при заданому режимі передачі. При цьому відношення однойменних елек-

тричних величин визначають передатні КЧХ чотириполюсника відносно на-

пруги і струму – 

,
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I
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U                                 (4.84) 

а відношення різнойменних електричних величин – передатний комплексний 

опір та передатну комплексну провідність чотириполюсника – 
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21                                (4.85) 

Очевидно, що передатними характеристиками чотириполюсника є КЧХ, 

визначені відносно електричних величин на його вихідних та вхідних затис-

качах. Модулі цих КЧХ являють собою амплітудно-частотні, а їх аргументи – 

фазочастотні характеристики чотириполюсника. 

Якщо чотириполюсник навантажений довільним опором  2Z  , то його 

передатні характеристики можна легко записати, використовуючи будь-яку 

систему первинних параметрів чотириполюсника. Наприклад, при викорис-

танні системи А-параметрів отримаємо 
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           (4.86) 

Якщо ж чотириполюсник симетричний і працює в узгодженому режимі, 

коли п2 ZZ  , то, як видно з виразів (4.75) та (4.84), передатні КЧХ чотирипо-

люсника відносно напруги і струму однозначно зв’язані з коефіцієнтом по-

ширення  Г  – 

.
)j(K

1
ln
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1
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,e)j(K)j(K

IU
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                             (4.87) 

В цьому випадку будь-яка з цих передатних характеристик може вважа-

тися одним з вторинних параметрів чотириполюсника. Врахувавши (4.73),  за 
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допомогою (4.87) можна встановити зв’язок між передатними АЧХ і ФЧХ ко-

ла та його коефіцієнтами згасання  А()  і  фази  В() – 

)(jB)(A)j(Г

)()(Klne)(Kln)j(Kln )(j



 




.                (4.88) 

Звідки виходить, що коефіцієнт згасання або АЧХ згасання чотириполю-

сника дорівнює 

,
)(K

1
ln)(Kln)(A


                              (4.89) 

а його коефіцієнт фази  

).()(B                                            (4.90) 

АЧХ згасання  А() та коефіцієнт фази  В() разом з передатними АЧХ 

і ФЧХ кола широко використовуються при аналізі частотно-вибірних кіл різ-

ного призначення. 

4.3.2. Рівняння симетричного чотириполюсника  з гіперболічними 

функціями 

Вторинні параметри пасивного симетричного чотириполюсника – хара-

ктеристичний (повторний) опір пx ZZ   і коефіцієнт поширення  Г  – повніс-

тю описують цей чотириполюсник як елемент тракту передачі та перетворен-

ня сигналу. Тому симетричні чотириполюсники часто задають посередницт-

вом цих двох вторинних параметрів. В цьому випадку і рівняння зв’язку між 

електричними параметрами чотириполюсника доцільно записувати, викорис-

товуючи вторинні параметри. 

Якщо скористатись системою  А-параметрів чотириполюсника, то у ви-

падку симетричності останнього з виразу (4.44) виходить, що  

.1AAA 2112
2
11                                          (4.91) 

Поділимо вираз (4.91) на (4.74) і отримаємо  

.eAAA Г
211211

                                   (4.92) 

Вирази (4.74) та (4.92) утворюють систему рівнянь, розв’язання якої до-

речі й дозволяє виразити первинні параметри симетричного чотириполюсни-

ка через його вторинні параметри. 

Спочатку розв’яжемо цю систему рівнянь відносно параметра 11A  та 

комплексної величини 2112AA  і одержимо 
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ГГ

11 








           (4.93) 
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Почленно помножимо та поділимо друге рівняння системи (4.93) на ви-

раз  x2112 ZAA   і отримаємо, що 

.ZГshA,ГshZA x21x12                             (4.94) 

Врахуємо, що у симетричного чотириполюсника  2211 AA  ,  та підста-

вимо отримані значення первинних А-параметрів у систему рівнянь (4.15) і 

запишемо рівняння симетричного чотириполюсника з гіперболічними функ-

ціями: 
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                              (4.95) 

Виходячи з (4.95), для вхідного опору симетричного чотириполюсника, 

навантаженого на опір  Zн, можна записати  
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                       (4.96) 

Якщо поділити чисельник та знаменник виразу (4.96) на величину  

ГshI2  , то одержимо 
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                 (4.97) 

В разі короткого замикання на виході чотириполюсника, коли  0Zн  , маємо 

.ГthZ
Гcth

Z
ZZ x

x
к1квх                             (4.98) 

При холостому ході на виході, коли  нZ , маємо 

.ГcthZZZ xx1хвх                                 (4.99) 

Зі співвідношень (4.98) та (4.99) можна знайти вторинні параметри симе-

тричного чотириполюсника – 

.ZZГth,ZZZ x1к1x1к1x                       (4.100) 

Таким чином, за допомогою дослідів холостого ходу та короткого зами-

кання можна легко визначити вторинні параметри, які необхідні для запису 

системи рівнянь симетричного чотириполюсника і знаходження його вхідно-

го опору.  
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4.3.3. Каскадне з’єднання чотириполюсників 

Чотириполюсники з’єднуються різними способами. Найчастіше зустрі-

чається каскадне з’єднання, при якому вихідні затискачі одного чотириполю-

сника з’єднуються із вхідними затискачами наступного.  

Якщо каскадно з’єднуються декілька симетричних узгоджених чотири-

полюсників (рис. 4.14), то така схема також являє собою симетричний чоти-

риполюсник. Останнє означає, що ця схема повністю характеризується двома 

параметрами, один з яких – характеристичний опір хкZ , а другий – коефіцієнт 

поширення .Гк  

Рівняння такої каскадної схеми матимуть вигляд, аналогічний до системи 

рівнянь (4.95): 
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                             (4.101) 

Знайдемо параметри каскадного з’єднання чотириполюсників хкZ та 

кГ , якщо відомими є вторинні параметри кожної з ланок схеми xZ та 

)n,1і(Гі  . Якщо для схеми, зображеної на рис. 4.14, вибрати навантаження  

xн ZZ  , то вхідний опір будь-якої ланки, в тому числі і першої, дорівнюва-

тиме .Zx  Тобто в цьому випадку каскадна схема буде узгодженою з наванта-

женням, а її характеристичний опір 

xхк ZZ  .                                           (4.102) 

Коефіцієнт поширення даної схеми кГ , як і будь-якого іншого симетрич-

ного чотириполюсника, можна знайти, користуючись виразом (4.75): 
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к                                     (4.103) 
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Рис. 4.14. Каскадне з’єднання симетричних узгоджених чотириполюсників  
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Відношення напруг і струмів на вході та виході каскадної схеми можна 

виразити через напруги і струми на входах та виходах проміжних ланок. На-

приклад, використовуючи відношення напруг, отримаємо 

,
U

U
...

U

U

U

U

U

U
lnГ

n

1n

4

3

3

2

2

1
к

                          (4.104) 

або інакше 
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                (4.105) 

Кожна складова у виразі (4.105) згідно з визначенням є коефіцієнтом 

поширення  iГ  окремої ланки з’єднання. Тоді для коефіцієнта поширення ка-

скадного з’єднання узгоджених симетричних чотириполюсників матимемо 
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iк BjAГГ .                           (4.106) 

Таким чином, при каскадному з’єднанні узгоджених симетричних чоти-

риполюсників коефіцієнт згасання з’єднання дорівнює сумі коефіцієнтів зга-

сання, а коефіцієнт фази – сумі коефіцієнтів фази окремих чотириполюсників. 

Оскільки для симетричних узгоджених чотириполюсників є справедли-

вим співвідношення (4.87) та (4.89) , то для передатної комплексної частотної 

характеристики каскадного з’єднання з урахуванням (4.105) можна записати 
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                         (4.107) 

де  )j(Ki передатна КЧХ  і-ї ланки схеми. 

При каскадному з’єднанні несиметричних чотириполюсників можливі 

два принципово різні режими роботи. В першому з них маємо узгоджені, а в 

другому – неузгоджені несиметричні чотириполюсники. 

В першому випадку каскадно з’єднують несиметричні чотириполюсники 

за принципом узгодження, коли характеристичний опір  2xZ  попереднього 

чотириполюсника дорівнює характеристичному опору  1xZ  наступного. Оче-

видно, що для з’єднання чотириполюсників на рис. 4.15 , яке являє собою не-

1х1вх ZZ   1 2 

I2 I3 

Рис. 4.15. Узгоджене каскадне з’єднання несиметричних пасивних  

чотириполюсників 
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симетричний чотириполюсник, характеристичні опори дорівнюють 

2x1x ZтаZ , а коефіцієнт поширення можна знайти, якщо перемножити ліві 

та праві частини виразів системи рівнянь (4.70) і врахувати (4.72). Тоді отри-

маємо 
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звідки коефіцієнт поширення однієї ланки каскадного з’єднання дорівнює 
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Якщо застосувати той самий прийом, який було використано у випадку 

аналізу каскадної симетричної схеми, то можна показати, що при узгоджено-

му каскадному з’єднанні несиметричних чотириполюсників коефіцієнт по-

ширення  кГ , як і у випадку аналогічного з’єднання симетричних чотирипо-

люсників, дорівнює сумі коефіцієнтів поширення окремих ланок. Тобто в 

цьому випадку буде справедливим співвідношення (4.106). В той же час у ви-

падку несиметричних чотириполюсників не виконуються співвідношення 

(4.87), отже, неможливо користуватись при знаходженні передатних КЧХ 

з’єднання і виразом (4.107). 

У разі каскадного з’єднання неузгоджених як симетричних, так і несиме-

тричних чотириполюсників, набагато простішим є метод аналізу, при якому 

спочатку знаходять первинні параметри з’єднання за відомими первинними 

параметрами окремих ланок схеми. 

4.3.4. Рівняння складних чотириполюсників в матричній формі 

Окрім  каскадного з’єднання на практиці зустрічаються також паралель-

не, послідовне, послідовно-паралельне та паралельно-послідовне з’єднання  

чотириполюсників різних типів. При недотриманні принципу узгодженості 

первинні параметри таких складних чотириполюсників розраховуються наба-

гато простіше, якщо використати матричну форму запису їх рівнянь. 

Залежно від виду з’єднання чотириполюсників в складну схему доцільно 

застосовувати різні форми запису рівнянь, а саме: 

при каскадному з’єднанні чотириполюсників – форму А; 

при послідовному з’єднанні чотириполюсників – форму Z; 

при паралельному з’єднанні чотириполюсників – форму Y; 

при послідовно-паралельному з’єднанні чотириполюсників – форму H; 

при паралельно-послідовному з’єднанні чотириполюсників – форму G. 
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Каскадне з’єднання чотириполюсників 

 

Для розрахунку первинних параметрів чотириполюсника, що є еквівале-

нтним каскадному з’єднанню двох чотириполюсників (рис. 4.16), необхідно 

скористатись системою рівнянь в А-параметрах.  

Будемо вважати відомими мат-

риці первинних параметрів першого 
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З рис. 4.16 видно, що  
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Для еквівалентного чотириполюсника матричне рівняння в загальній фо-

рмі має вигляд 
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Порівняння виразів (4.110) та (4.111) показує, що при каскадному 

з’єднанні чотириполюсників матриця А-параметрів еквівалентного чотирипо-

люсника дорівнює 
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Оскільки при множенні матриць потрібно перемножувати відповідні 

елементи рядка та стовпця, то для елементів результуючої матриці А  одер-

жимо 
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Рис. 4.16. Каскадне з’єднання двох  
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      (4.113 ) 

Якщо каскадно з’єднуються не два, а більша кількість чотириполюсни-

ків, то для знаходження первинних параметрів такого з’єднання необхідно 

послідовно замінювати еквівалентними сусідні пари чотириполюсників. При 

цьому матриці параметрів, що перемножуються, повинні бути записані в тому 

ж порядку, в якому з’єднані чотириполюсники. Це обумовлено тими обстави-

нами, що математична операція перемноження матриць не підкоряється пере-

ставному закону. 

 

Паралельне з’єднання чотириполюсників 

 

При паралельному з’єднанні чотириполюсників (рис. 4.17) матричні рів-

няння окремих складових схеми в системі Y-параметрів мають вигляд 
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                                    (4.114) 

 

Однак, як видно з рис. 4.17, при цьому є справедливими співвідношення 
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Тоді на основі співвідношень (4.114) та (4.115) можна записати 
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     (4.116) 

а матриця Y-параметрів з’єднання 

дорівнюватиме 

Рис. 4.17. Паралельне з’єднання  

чотириполюсників 
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                (4.117) 

Таким чином, при паралельному з’єднанні матриця Y-параметрів еквіва-

лентного чотириполюсника дорівнює сумі матриць Y-параметрів окремих чо-

тириполюсників. 

 

Послідовне з’єднання чотириполюсників 

 

При послідовному з’єднанні чотири-

полюсників (рис. 4.18) матричні рівняння  

окремих чотириполюсників при викорис-

танні системи Z-параметрів мають вигляд 
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Як видно з рис.4.18, при послідовно-

му з’єднанні чотириполюсників справед-

ливими є співвідношення 
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Тоді матриця напруг еквівалентного чотириполюсника дорівнює 
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а з урахуванням (4.118) 
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Матриця Z-параметрів еквівалентного чотириполюсника має вигляд 
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               (4.121) 

Отже, матриця Z-параметрів послідовного з’єднання чотириполюсників 

дорівнює сумі матриць Z-параметрів окремих чотириполюсників. 

 

Рис. 4.18. Послідовне з’єднання 
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Послідовно-паралельне з’єднання чотириполюсників 

 

При послідовно-паралельному з’єднанні чотириполюсників (рис. 4.19) 

матричні рівняння окремих чотирипо-

люсників у разі використання системи 

Н-параметрів мають вигляд 
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        (4.122) 

Оскільки при такому з’єднанні 

чотириполюсників 
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то очевидно, що 
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а з урахуванням (4.122) отримаємо 
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Матриця Н-параметрів еквівалентного чотириполюсника дорівнює 

.
HHHH

HHHH
HHH

b
22

a
22

b
21

a
21

b
12

a
12

b
11

a
11ba




                 (4.124) 

Отже, при послідовно-паралельному з’єднанні чотириполюсників матри-

ця  Н-параметрів  еквівалентного   чотириполюсника  дорівнює  сумі  матриць  

Н-параметрів окремих чотириполюсни-

ків. 

 

Паралельно-послідовне з’єднання чоти-

риполюсників 

 

Рівняння окремих чотириполюсни-

ків, які входять в схему паралельно-

Рис. 4.19. Послідовно-паралельне 

з’єднання чотириполюсників 
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Рис. 4.20. Паралельно-послідовне 

з’єднання чотириполюсників 
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послідовного з’єднання (рис. 4.20), при використанні системи G-параметрів 

мають вигляд 

.
I

U
G

U

I

,
I

U
G

U

I

b
2

b

1b

b

2

b
1

a
2

a

1a

a

2

a
1





          (4.125) 

Як видно з рис. 4.20, для такого з’єднання є справедливими співвідно-

шення 
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Звідси виходить, що 
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або з урахуванням (4.125) отримаємо 
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Матриця G-параметрів еквівалентного чотириполюсника дорівнює 

.GGG ba                                    (4.127) 

Таким чином, при паралельно-послідовному з’єднанні чотириполюсни-

ків матриця G-параметрів еквівалентного чотириполюсника дорівнює сумі 

матриць G-параметрів окремих чотириполюсників. 

Наостанок зазначимо, що одержані правила знаходження матриць пер-

винних параметрів складних чотириполюсників справедливі лише для регу-

лярних з’єднань чотириполюсників. З’єднання називаються регулярними, 

якщо на вході і виході складових чотириполюсників виконується умова рів-

ності струмів у верхньому та нижньому виводах, як це мало місце при їх роз-

дільній роботі. При каскадному з’єднанні питання про регулярність не вини-

кає, оскільки рівність згаданих струмів виконується завжди. Якщо ж маємо 

інші види з’єднань, то умова регулярності може порушуватись через взаєм-

ний вплив окремих чотириполюсників.  

4.3.5. Експлуатаційні параметри чотириполюсника 

В разі узгодженого навантаження чотириполюсника розрахунок параме-

трів, що характеризують передачу сигналу, є найбільш простим, оскільки при 



141 

 

заданих характеристичних опорах 2x1x ZтаZ  умови передачі повністю ви-

значаються коефіцієнтом поширення Г . При цьому для узгодження чотири-

полюсника на вході та виході повинні виконуватись умови 

,ZZ,ZZ 2xн1xi                                         (4.128) 

де внутрішнійZi   опір джерела енергії;  

     нZ навантаження чотириполюсника. 

Якщо ж одна з умов узгодження (4.128) не виконується, то замість кое-

фіцієнта поширення вводиться поняття робочого коефіцієнта поширення, 

який характеризує змінювання повної потужності сигналу через вплив чоти-

риполюсника та невиконання умов узгодження: 
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де 00 I,U  – комплексні напруга та струм навантаження при його безпосеред-

ньому узгодженому підключенні до джерела; 22 I,U  комплексні напруга та 

стум навантаження при неузгодженому підключенні чотириполюсника між 

джерелом та навантаженням. 

Дійсну частину робочого коефіцієнта поширення називають робочим ко-

ефіцієнтом згасання 
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а уявну частину робочого коефіцієнта поширення – робочим коефіцієнтом 

фази 

    2i0i2u0uр
2

1
В                       (4.131) 

Щоб отримати розрахункові співвідношення для робочих коефіцієнтів 

поширення та згасання введемо поняття приведеного опору 

,
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Z
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г
пр                                            (4.132) 

де 2г I,E  ЕРС джерела та струм навантаження в схемі на рис. 4.21. 

Рівняння за другим законом Кірхгофа для вхідного контура цієї схеми 

має вигляд 

   .EUIZ г11i   

Якщо в цей вираз підставити значення струму  1I  та напруги  1U  згідно з сис-

темою рівнянь чотириполюсника в А-параметрах (4.15) і врахувати, що 

н22 ZIU  , то для приведеного опору схеми на рис. 4.21 одержимо 
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При безпосередньому узгодже-

ному підключенні джерела енергії до 

навантаження отримаємо 
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Якщо ж навантаження до джере-

ла підключене через чотириполюсник, 

то маємо 
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Тоді з урахуванням (4.129) для робочого коефіцієнта поширення можна запи-

сати 
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                (4.134) 

А згідно з (4.130) робочий коефіцієнт згасання дорівнює 
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Як видно з виразів (4.134) та (4.135), на відміну від узгодженого режиму 

роботи чотириполюсника, коли його коефіцієнти поширення та згасання за-

лежать лише від первинних параметрів, в неузгодженому режимі робочі кое-

фіцієнти поширення і згасання визначаються не лише параметрами чотири-

полюсника, але й параметрами джерела енергії та навантаження. 

Якщо чотириполюсник заданий не первинними, а вторинними парамет-

рами, то вираз для робочого коефіцієнта згасання матиме вигляд 
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              (4.136) 

де 
21

pтаp  – коефіцієнти неузгодженості, або відбиття, на вході та виході 

чотириполюсника відповідно. 

Коефіцієнт неузгодженості 
1

p   визначається ступенем неузгодженості 

джерела енергії та вхідного кола чотириполюсника, а коефіцієнт неузгодже-

Рис. 4.21. Чотириполюсник, як  

передатна ланка 
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ності  
2

p  – ступенем неузгодженості вихідного кола чотириполюсника та на-

вантаження: 
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Таким чином, робочий коефіцієнт згасання, що розраховується за допо-

могою виразу (4.136), має чотири складові: перша складова – це коефіцієнт 

згасання узгодженого чотириполюсника; друга та третя складові – це згасан-

ня, що вносяться внаслідок неузгодженостей на вході та виході чотириполю-

сника; четверта складова – це згасання, що виникає внаслідок взаємодії від-

биттів сигналу на вході і виході чотириполюсника. 

 

 

 



144 

 

Р о з д і л  5  

ЧАСТОТНІ ЕЛЕКТРИЧНІ ФІЛЬТРИ 

5.1. Основні характеристики та умови пропускання симетричних 

фільтрів 

5.1.1. Призначення та класифікація частотних фільтрів 

Частотними електричними фільтрами називаються пристрої, що пропус-

кають сигнали в діапазоні одних частот і придушують сигнали в діапазоні ін-

ших частот. При цьому під пропусканням сигналів розуміють їх проходження 

через фільтр з малим згасанням, а під придушенням – проходження сигналів 

через фільтр з великим згасанням. 

Діапазон частот, в якому фільтр пропускає сигнали з малим згасанням, 

називається смугою пропускання або смугою прозорості фільтра. 

Діапазон частот, в якому сигнали проходять через фільтр з великим зга-

санням, називається смугою придушення або смугою непропускання фільтра. 

Частоти, які відповідають границям смуги пропускання, називаються гранич-

ними частотами смуги пропускання. 

Сучасні фільтри діляться  на  аналогові та цифрові.  Частотні аналогові 

фільтри підрозділяють на пасивні та активні. Пасивні фільтри являють собою 

різні комбінації з’єднань резисторів, котушок індуктивності та конденсаторів. 

Активні фільтри окрім пасивних елементів мають в своєму складі так звані 

активні елементи у вигляді напівпровідникових приладів, електронних ламп 

та інтегральних схем. Широке застосування в електронній техніці знаходять 

також п’єзоелектричні, електромеханічні фільтри та фільтри на поверхневих і 

об’ємних акустичних хвилях. 

В даному розділі будуть розглянуті лише основи теорії пасивних реак-

тив-них фільтрів, які складаються з конденсаторів та котушок індуктивності. 

При цьому вважають, що активні опори котушок індуктивності та активні 

провідності конденсаторів надзвичайно малі, тобто фільтри складені з ідеалі-

зованих реактивних елементів.  

При побудові та розрахунках електричних фільтрів базовими схемами є 

2Z1

 

Рис. 5.1. Несиметричні Г-подібні схеми електричних фільтрів 
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несиметричні Г-подібні чотириполюсники (рис. 5.1), коефіцієнти поширення 

яких позначаються 2Г . При цьому у випадку узгодженого каскадного 

з’єднання двох таких чотириполюсників можна отримати симетричний Т- або 

П-подібний чотириполюсники (рис. 5.2) з удвічі більшим коефіцієнтом по-

ширення Г. Для всіх цих схем характеристичні опори з боку паралельних ві-

ток позначаються через  пZ , а з боку послідовних віток – через .Zт  Якщо по-

здовжні ланки Г-подібних чотириполюсників позначити 2Z1 , а поперечні 

2Z2 , то у Т-подібної схеми поздовжні ланки матимуть опори також 2Z1 , а 

поперечна ланка – 2Z . У той же час для П-подібної схеми поздовжня ланка 

матиме опір  1Z , а поперечні – 2Z2 . Далі буде доведено, що при таких позна-

ченнях елементів наведені Г- , П- та Т-подібні схеми реактивних фільтрів ха-

рактеризуються однаковими співвідношеннями для розрахунку коефіцієнта 

поширення Г, тобто мають однакові передатні частотні характеристики. Слід 

однак враховувати, що для Г-подібних схем  .2Bj2А2ГГГ                                               

 Симетричні або несиметричні пасивні реактивні фільтри з іншою конфі-

гурацією схем можна привести до П- , Т- або Г-подібних шляхом еквівалент-

них перетворень. 

Фільтри, у яких добуток комплексних опорів поздовжньої та поперечної 

ланок є постійним числом ( constKZZ 2
21  ), що не залежить від частоти, 

називаються фільтрами типу К. Фільтри, у яких цей добуток залежить від ча-

стоти, називаються модифікованими фільтрами або фільтрами типу М. 

5.1.2. Особливості частотних характеристик фільтрів 

Оскільки обов’язковою умовою якісної роботи частотного фільтра є його 

узгодження з джерелом сигналу та навантаженням у смузі пропускання, то 

для несиметричних фільтрів намагаються досягти виконання умови 

,ZZ,ZZ 2xн1xi                                       (5.1) 

а для симетричних фільтрів –  

2Z1

 

Рис. 5.2. Т-подібна (а) та П-подібна (б) схеми електричних фільтрів 
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.ZZZ нхi                                            (5.2) 

Якщо ж умови (5.1) або (5.2) виконуються не в усій смузі пропускання, 

то можливі відбиття сигналу як на вході, так і на виході фільтра, що призво-

дить до спотворення його частотних характеристик. Тому важливими частот-

ними характеристиками і симетричних, і несиметричних фільтрів є частотні 

характеристики їх характеристичних опорів. 

Для визначення передатних частотних характеристик узгоджених симет-

ричних фільтрів можна скористатись співвідношенням (4.87), яке пов’язує 

комплексний коефіцієнт передачі та коефіцієнт поширення симетричного уз-

годженого чотириполюсника. Виходячи з цього співвідношення, отримаємо  

.eee)(K)j(K jBAГ)(j     

Звідси виходить, що 

).()(B,
)(K

1
ln)(A

),(B)(,e)(K )(A






 



 

                            (5.3) 

Дві останні залежності, що збігаються з (4.89) та (4.90), являють собою 

амплітудно-частотну характеристику згасання )(A   та коефіцієнт фази )(B   

і найчастіше використовуються при аналізі як симетричних Т- та П-подібних 

(рис. 5.2), так і несиметричних Г-подібних (рис. 5.1) фільтрів. Причому в 

останньому випадку значення цих характеристик удвічі менші, ніж у симет-

ричних фільтрів. 

Передатні АЧХ )(K   та АЧХ згасання  )(A   дозволяють знайти смугу 

пропускання і смугу придушення фільтра, нерівномірність АЧХ та мінімальне 

згасання в смузі пропускання, а також ступінь придушення сигналу в смузі 

непропускання. 

Залежності від частоти ФЧХ )(  та коефіцієнта фази B() дозволяють 

оцінити фазові спотворення сигналу та знайти часові зсуви різних складових 

спектра сигналу при їх проходженні через фільтр. 

У відповідності з розташуванням на осі частот смуги пропускання розрі-

зняють чотири типи частотних фільтрів: фільтри нижніх і верхніх частот, а 

також смугові та загороджувальні фільтри. 

Фільтри нижніх частот (ФНЧ) – це такі частотні фільтри, у яких смуга 

пропускання знаходиться між нижньою граничною частотою  н = 0  та де-

якою ненульовою частотою, що називається верхньою граничною частотою 

в  смуги пропускання. 
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Оскільки в реактивних фільтрах, які реалізуються за допомогою ідеалі-

зованих реактивних елементів, сигнали, що потрапляють у смугу пропускан-

ня, не послаблюються, а сигнали, які не потрапляють у смугу пропускання, 

повністю придушуються, то, як видно з виразів (5.3), в смузі пропускання пе-

редатна АЧХ фільтра К() = 1, а коефіцієнт згасання  А() = 0. У той же час у 

смузі придушення – передатна АЧХ  К() = 0, а коефіцієнт згасання  А() = 

.  

Побудовані у відповідності з цими положеннями передатна АЧХ  К() і 

АЧХ згасання А() ідеалізованого фільтра нижніх частот наведені на рис. 5.3. 

Для порівняння на тих самих рисунах пунктирними лініями якісно зображені 

відповідні частотні характеристики реального ФНЧ. Як видно, передатна 

АЧХ  К()  реального фільтра на верхній граничній частоті в зменшується в  

2  разів у порівнянні з її найбільшим значенням на нижній граничній частоті 

н  смуги пропускання. Що стосується коефіцієнта згасання  А(), то він у 

реального фільтра на граничній частоті збільшується на 3 децибели в порів-

нянні з його мінімальним значенням у смузі пропускання. В смузі придушен-

ω 
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ω 
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Рис. 5.3. Передатні амплітудно-частотні характеристики (а) та 

АЧХ згасання (б) ідеалізованих і реальних ФНЧ 

б) а) 

ω 

K(ω

) 1 

н 0 

21  

ω 

А(ω
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н 0 

Amin+3 

дБ 

A = 
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∞ 

Рис. 5.4. Передатні амплітудно-частотні характеристики (а) та 

АЧХ згасання (б) ідеалізованих і реальних ФВЧ 

б) а) 
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ня реальний ФНЧ має ненульове значення коефіцієнта передачі та значне, але 

скінченне за величиною згасання. Викладене є справедливим і по відношен-

ню до інших типів фільтрів. 

На рис. 5.4 наведені передатні АЧХ ідеалізованих та реальних фільтрів 

верхніх частот (ФВЧ). Ідеалізований ФВЧ пропускає без згасання сигнали з 

частотами, які перевищують деяку ненульову частоту, що називається ниж-

ньою граничною частотою н . Якщо ж частота сигналу є меншою від грани-

чної, то такий сигнал цим фільтром повністю придушується. 

Ідеалізований смуговий фільтр (СФ) пропускає без згасання сигнали в 

деякій смузі частот, що знаходиться між нижньою н та верхньою в гранич-

ними частотами (рис. 5.5). При цьому повністю придушуються сигнали, що 

не потрапляють у смугу пропускання фільтра. 

Ідеальний загороджувальний фільтр (ЗФ) повністю придушує сигнали в 

деякому діапазоні частот від нижньої н до верхньої в граничної частоти 

(рис. 5.6). Поза смугою придушення сигнали проходять через такий фільтр 

без послаблення. 
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Рис. 5.5. Передатні амплітудно-частотні характеристики (а) та 

АЧХ згасання (б) ідеалізованих і реальних смугових фільтрів  
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Рис. 5.6. Передатні амплітудно-частотні характеристики (а) та АЧХ 

згасання (б) ідеалізованих і реальних загороджувальних фільтрів 
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ωн 

A = 

∞ 

ωв ωн 



149 

 

5.1.3. Умови пропускання реактивних фільтрів 

 

Основні рівняння та нерівності фільтрів 

 

Визначимо умови, при яких симетричні реактивні фільтри, виконані за Т- 

та П-подібними схемами (рис. 5.2), пропускають сигнали з нульовим згасан-

ням. Як видно з рис.5.2, а, в Т-подібному фільтрі опір кожної поздовжньої 

ланки 2Z1  складає половину від деякого спільного для обох схем послідов-

ного опору .Z1  У той же час для П-подібного фільтра провідність кожної по-

перечної ланки  2Z21  складає половину від деякої спільної для обох схем 

провідності  2Z1̀ . 

Якщо   порівняти   позначення   елементів   на   схемах,  що  зображені  

на рис. 4.7 та рис. 5.2, а і на рис. 4.8 та рис. 5.2, б відповідно, а після цього 

скористатись першим з виразів (4.37) та виразом (4.40), то при такому виборі 

позначень, як на рис. 5.2, вирази для параметра  А11  обох чотириполюсників 

матимуть однаковий вигляд: 

.
Z2

Z
1ААА

2

1
11п11т11                                      (5.4) 

З іншого боку, як видно з виразу (4.93), для пасивних симетричних чоти-

риполюсників, що працюють в узгодженому режимі – 

).jBA(chГchА11   

Скористаємося відомим з тригонометрії співвідношенням для  )(ch    

і врахуємо, що  .BsinjjBshа,BcosjBcos  Тоді отримаємо 

.BsinjshABcoschAA11                                  (5.5) 

Оскільки в реактивних фільтрах комплексні опори  Z1 та  Z2 є уявними, 

тобто  2211 jXZаjXZ  , то відношення  21 Z2Z , а значить і параметр  

11A  будуть дійсними величинами. Тому з виразу (5.5) виходить, що 

.Z2Z1BcoschA

,0BsinshA

21


                                    (5.6) 

Співвідношення (5.6) називаються основними рівняннями реактивного фільт-

ра і дозволяють визначити АЧХ згасання  А() та коефіцієнт фази  В()  на 

всій осі частот. 

Тепер визначимо умови пропускання сигналу симетричним реактивним 

фільтром, якщо його смугою пропускання є область частот, на яких згасання 
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фільтра А дорівнює нулю. Тоді в смузі пропускання фільтра  А = 0, а  chA = 1,  

і на основі основних рівнянь фільтра (5.6) отримаємо 

.BcosZ2Z1 21                                            (5.7) 

Як відомо,  величина  cos B  може  приймати  значення, що лежать в межах 

від  

(–1) до (+1). Тоді на основі виразу (5.7) можна отримати таку нерівність: 

1
Z2

Z
11

2

1  .                                            (5.8) 

Якщо до кожного члена нерівності (5.8) додати (–1) та поділити її почленно 

на 2, то одержимо 

,0
Z4

Z
1

2

1                                                 (5.9) 

або інакше – 

.1
Z4

Z
10

2

1                                            (5.10) 

Вирази (5.8) – (5.10) називаються основними нерівностями реактивних 

фільтрів і дозволяють знайти смугу пропускання та граничні частоти смуги 

пропускання фільтра, а значить одночасно визначити і його тип. 

З виразу (5.9) видно, що основні нерівності реактивних фільтрів викону-

ються лише у випадку від’ємного значення відношення  21 Z4Z , коли остан-

нє за абсолютною величиною не перевищує одиниці. Якщо врахувати, що 

комплексні опори  Z1  та  Z2  є уявними, то умовою існування смуги пропус-

кання фільтра є виконання двох наступних нерівностей – 

.1
X4

X
,0

X4

X

2

1

2

1                                           (5.11) 

Перша нерівність показує, що реактивні опори у поздовжній та поперечній 

вітках реактивного фільтра мають різний характер, а друга нерівність харак-

теризує той факт, що в смузі пропускання за абсолютною величиною реакти-

вний опір  Х1  повинен бути меншим за величину 4Х2. За допомогою нерівно-

стей (5.11) можна легко визначити тип фільтра графічним методом, якщо ві-

дома його схема. 

Виходячи з викладеного, основну нерівність (5.9) реактивного фільтра 

можна представити у вигляді  

0
Х4

Х
1

2

1  .                                               (5.12) 
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За допомогою нерівності (5.12) можна знайти граничні частоти смуги пропус-

кання будь-якого реактивного фільтра, якщо записати та розв’язати відносно 

цих граничних частот систему рівнянь 

.0X,Х4Х 121                                         (5.13) 

Дійсно, реактивні опори  Х1 та  Х2  є функціями частоти і вигляд цих за-

лежностей відомий, якщо відома схема фільтра. Граничні частоти смуги про-

пускання фільтра можна знайти за допомогою рівнянь (5.13) аналітично, як-

що записати функціональні залежності  Х1() та Х2(), або графічно, якщо 

побудувати графіки цих частотних залежностей. 

 

Повторні опори реактивних фільтрів 

 

Знайдемо аналітичні вирази для характеристичних опорів реактивних фі-

льтрів. З теорії симетричних чотириполюсників відомо, що їх харак-

теристичні опори однакові за величиною, тобто .ZZZ x2x1x   При узгод-

женому навантаженні характеристичний опір називають повторним і його 

можна знайти з виразу 

.AAZZ 2112xп                                          (5.14) 

У разі позначень елементів, вибраних на рис. 5.2, на основі співвідношень 

(4.37) та (4.38) для Т-подібного фільтра отримаємо 

,
Z

1
A,

Z4

Z
ZA

2

т21

2

2
1

1т12                              (5.15) 

а на основі виразів (4.41) та (4.42) для П-подібного фільтра – 

.
Z4

Z4Z
A,ZA

2
2

21
п211п12


                             (5.16) 

Тоді для характеристичних опорів Т-  та П-подібного фільтра можна записати 

.
Z4Z1

ZZ
Z

,)Z4Z1(ZZZ

21

21
пп

2121пт






                               (5.17) 

Вирази (5.17) можна використовувати і для розрахунку характеристич-

них опорів несиметричних Г-подібних реактивних фільтрів, які реалізуються 

за схемами, що зображені на рис. 5.1. При цьому характеристичний опір цих 

чотириполюсників з боку поперечних ланок дорівнюватиме ппZ , а з боку по-

здовжних ланок – .Zпт  
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Визначимо, який характер матимуть характеристичні опори симетричних 

і несиметричних реактивних фільтрів у смузі пропускання та поза нею. Для 

цього визначимо знаки співмножників підкорінних виразів у системі рівнянь 

(5.17). Оскільки в смузі пропускання фільтра опори  21 ZтаZ  є уявними ве-

личинами різного знаку, то в цьому випадку добуток  0ZZ 21  . Друга скла-

дова у виразах (5.17) в смузі пропускання також є додатною внаслідок вико-

нання основної нерівності фільтра (5.10). Таким чином, у смузі пропускання 

характеристичні опори реактивних фільтрів носять чисто активний характер. 

У смузі придушення, коли основні нерівності фільтра (5.8) – (5.10) не ви-

конуються, і при однаковому , і при різному характері реактивних опорів  Х1  

та Х2 підкорінні вирази рівнянь (5.17) будуть від’ємними, а значить характе-

ристичні опори реактивних фільтрів матимуть реактивний характер. 

5.2. Реактивні фільтри нижніх частот 

5.2.1. Схеми та граничні частоти смуги пропускання фільтрів нижніх 

частот 

При проходженні крізь фільтри нижніх частот постійна складова сигналу 

та всі гармонічні коливання, що мають частоти менші ніж гранична частота  

в , повинні без згасання проходити на вихід фільтра, а гармонічні коливання 

з частотами   > в  повинні придушуватися в ньому. 

Такі схеми можуть бути реалізовані як за Г-подібними (рис. 5.1), так і за 

Т-  та П-подібними (рис. 5.2) схемами. Поздовжні ланки схем ФНЧ повинні 

мати незначний опір в області нижніх частот і, навпаки, дуже великий – в діа-

пазоні верхніх частот. Таким  вимогам задовольняє реактивний елемент – ін-

дуктивність. Поперечні ланки таких фільтрів повинні бути ємнісними, оскіль-

ки мають великий опір для сигналів нижніх частот і малий – для високочасто-

тних сигналів. 

Оскільки між параметрами і характеристиками симетричних та несиме-

L  

Рис. 5.7. Схеми симетричних реактивних фільтрів нижніх частот 
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тричних фільтрів існує однозначний зв’язок, то в подальшому обмежимося 

розглядом лише симетричних Т- і П-подібних реактивних фільтрів. Схеми та-

ких фільтрів нижніх частот наведені на рис. 5.7. Для обох цих схем спільними 

параметрами є комплексні опори – 

.
Cj

1
Z,LjZ 21


                                           (5.18) 

Добуток цих опорів  constCLZZ 21  , тому наведені на рис. 5.7 фільтри є 

фільтрами типу К. 

Доведемо, що дані фільтри дійсно явля-

ють собою ФНЧ. Для цього побудуємо в спі-

льній системі координат частотні залежності  

Х1()  та  4Х2() і графічним методом розв'я-

жемо для даного випадку систему нерівностей 

(5.11). Результати такого розв’язання, які на-

ведені на рис. 5.8, показують, що смуга про-

пускання даних фільтрів знаходиться в інтер-

валі частот від нижньої граничної частоти  

0н1г   до верхньої – ,0в2г   а це 

відповідає визначенню фільтра нижніх частот. 

Щоб знайти аналітичний вираз для верхньої 

граничної частоти смуги пропускання ФНЧ, скористаємося першим з рівнянь 

системи (5.13) і отримаємо 

.
LC

2
,

C

1
4L в

в

в  


                                   (5.19) 

Таким чином, реактивні фільтри нижніх частот мають смугу пропускан-

ня в інтервалі частот від  н = 0  до  в = LC2 . 

5.2.2. Частотні характеристики повторного опору фільтрів нижніх 

частот 

Для реалізації узгодженої роботи частотних фільтрів важливе значення 

має знання частотних залежностей характеристичних опорів. Щоб отримати 

частотні характеристики цих опорів для Т- і П-подібного ФНЧ, скористаємося 

співвідношеннями (5.17),  які  характеризують  повторні  опори реактивних 

фільтрів будь-якого типу. 

Якщо в ці вирази підставити значення опорів  21 ZтаZ , то для повтор-

них опорів ФНЧ одержимо 

ω 

н 

в 

Х

1 

4Х2 

0 

Х1

,, 4X

2 

Рис. 5.8. Графічне визначення 

типу фільтра та його смуги 

пропускання 
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               (5.20) 

З виразів (5.20) видно, що в смузі пропускання, коли  в , повторні 

опори чисто активні. Причому при виконанні умови  в  замість (5.20) 

можна записати 

.
Cj

2

jС

L
Z,

2

Lj
j

C

L
Z в

пп

в

пт







              (5.21) 

Отже, виходить, що в смузі придушення повторний опір Т-подібного 

ФНЧ має індуктивний, а П-подібного – ємнісний характер. Дійсно, якщо час-

тота вхідного сигналу зростає, то вхідний опір 

будь-якої з двох розглянутих схем ФНЧ визна-

чається першими їх ланками, оскільки різко 

зменшуються опори поперечних ємнісних ла-

нок. 

Як видно з наведених на рис. 5.9 ампліту-

дно-частотних характеристик повторних опорів 

)(Zта)(Z пппт  , характеристичні опори фі-

льтрів слабо змінюються майже в усій смузі 

пропускання. Тому в разі розрахунків таких 

фільтрів наближено приймають, що в діапазоні 

частот  в85,0...8,0     характеристичні опо-

ри 

.CLZZ пппт                                        (5.22) 

Однак при збільшенні частоти і наближенні її до границі смуги пропускання 

величина ппZ  починає швидко збільшуватись, а величина  птZ  – швидко зме-

ншуватись. Через  таку  несталість  характеристичних  опорів  у смузі пропу-

скання робота фільтрів супроводжується відбиттями, які призводять до погі-

ршення їх фільтруючих властивостей. 

5.2.3. Аналіз коефіцієнтів згасання та фази фільтрів нижніх частот 

В якості основної амплітудно-частотної характеристики фільтрів найчас-

тіше використовується залежність від частоти коефіцієнта згасання  А(), а в 

в 

акт. 

0 

Рис. 5.9. Амплітудно-частотні   

характеристики повторних  

опорів ФНЧ 

ω 

Zп(ω) 

C

L  
ре-

акт. 

Zпп 

Zпт 



155 

 

якості фазочастотної характеристики – коефіцієнт фази  В(). Ці частотні ха-

рактеристики можна отримати за допомогою основних рівнянь фільтрів (5.6). 

При цьому передатні частотні характеристики Т- та П-подібних фільтрів від-

різнятися не будуть, оскільки однаковими для таких фільтрів будуть первинні 

параметри  п11т11 AіА , на основі яких отримані основні рівняння фільтрів. 

В смузі пропускання коефіцієнт згасання  фільтра А() = 0, тому з осно-

вних рівнянь маємо 

,Z2Z1BcosBcoschAA 2111   

а з урахуванням значень опорів  21 ZтаZ  одержимо 

.21
2

LC
1Bcos

2
в

22







                                 (5.23) 

Якщо частота вхідного  сигналу   = 0, то  cos B = 1,  а  коефіцієнт  фази  

В = 0. На границі смуги пропускання, коли  в , величина  1Bcos  , а 

коефіцієнт фази  .B   

Щоб вирішити питання про знак коефіцієнта фази на границі смуги про-

пускання, а значить і в смузі пропускання, можна побудувати векторну діаг-

раму для будь-якого з двох  ФНЧ, що зображені на рис. 5.7. 

 На рис. 5.10 наведена векторна діаграма для Т-подібного фільтра нижніх 

частот, побудова якої розпочинається із зображення вектора вихідної напруги 

.U2  Оскільки характеристичний опір  птZ  у 

смузі пропускання фільтра носить активний 

характер, то опір навантаження фільтра в разі 

його узгодженої роботи також активний і 

струм  2I  за фазою збігається з напругою  2U . 

Вектор напруги  2LU  на правому плечі фільт-

ра випереджає на 2  вектор струму .I2  Сума 

векторів напруг  2L2 UтаU  дає вектор на-

пруги на ємності .Uc  Вектор струму  cI  випе-

реджає на  2  вектор напруги  cU . Якщо 

складемо вектори струмів  c2 IтаI , то одержимо вектор вхідного струму 1I , 

який за фазою випереджає вектор вихідного струму 2I . Це означає, що в сму-

зі пропускання коефіцієнт фази  В()  додатний і змінюється від 0 до . Отже, 

на основі викладеного та виразу (5.23) для коефіцієнта фази можна записати 

).21(arccos)(B 2
в

2                                  (5.24) 

2I  0 

Рис. 5.10. Векторна діаграма для 

Т-подібного фільтра нижніх  

частот 

+1 

j 

2U

 

1I  

1U  
2/LU

 

2/LU  
CI  

CU
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У смузі придушення ФНЧ, коли  в , коефіцієнт згасання фільтра  

0)(A  . Як наслідок, перше з основних рівнянь фільтра (5.6) є справедли-

вим лише у випадку, коли коефіцієнт фази  ,,0)(B   тобто є постійною, 

незалежною від частоти величиною. Оскільки на границі смуги пропускання 

величина  В() = , а стрибка фази бути не може, то і в усій смузі придушен-

ня коефіцієнт фази зберігає це постійне значення. Тоді в цьому діапазоні час-

тот  1Bcos  , і друге рівняння системи (5.6) матиме вигляд 

,21chABcoschA 2
в

2   

або інакше – 

.12chA 2
в

2   

Як результат, амплітудно-частотна характеристика згасання ФНЧ запишеться 

у вигляді 

.12Arch)(A
2
в

2
















                                      (5.25) 

Залежності від частоти АЧХ згасання та 

коефіцієнта фази, побудовані у відповідності з 

виразами (5.25) і (5.24), показані на рис. 5.11.  

Наостанок зазначимо, що недоліками реа-

ктивних ФНЧ типу К є висока нелінійність фа-

зочастотних характеристик, яка призводить до 

фазових спотворень сигналів, та недостатньо 

висока крутість АЧХ згасання на границі сму-

ги пропускання, внаслідок чого невисокими є 

вибірні властивості таких фільтрів. 

 

5.2.4. Розрахунок реактивних фільтрів нжніх частот 

Розрахунок реактивних фільтрів нижніх частот полягає у визначенні па-

раметрів індуктивності  L  та ємності  C, на основі яких знаходять параметри 

елементів конкретного фільтра. При цьому заданими вважають ширину смуги 

пропускання  ф  та активний опір навантаження  нR  фільтра, з яким він по-

винен узгоджуватися. 

Для узгодження фільтра з навантаженням у смузі пропускання необхідно 

забезпечити виконання умови (5.2). Виходячи з цього та враховуючи (5.22), 

можна записати 

в 0 

Рис. 5.11. АЧХ згасання A()  

та коефіцієнт фази  B()  ФНЧ 

ω 

А(ω

) 
В(ω

) 

А(ω

) 

В(ω
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.CLZZR пxн                                           (5.26) 

Окрім того відомо, що верхня гранична частота смуги пропускання ФНЧ ви-

значається виразом (5.19) і дорівнює ширині смуги пропускання – 

.LC2фв   

З останнього виразу виходить, що 

.
C

4

С

4
L

2
в

2
ф 




                                           (5.27) 

Якщо вираз (5.27) підставити в (5.26), то для ємності отримаємо 

.R2С нв                                               (5.28) 

Після підстановки (5.28) в (5.27) для розрахунку індуктивності отримаємо ви-

раз 

внR2L  .                                             (5.29) 

Після розрахунку ємності  С  та індуктивності  L  можна отримати конк-

ретні значення параметрів елементів схем ФНЧ, що зображені на рис. 5.7. 

Так, для Т-подібного фільтра ємність конденсатора визначається виразом 

(5.28), а індуктивність котушки дорівнює  .2L  В свою чергу, для П-

подібного ФНЧ індуктивність котушки знаходять за допомогою виразу (5.29), 

а ємність конденсатора дорівнює  .2С     

5.3. Реактивні фільтри верхніх частот 

5.3.1. Схеми та граничні частоти смуги пропускання фільтрів верхніх 

частот 

У фільтрах верхніх частот постійна складова спектра сигналу та всі гар-

монічні сигнали з частотами, що менші від деякої граничної частоти н, по-

винні придушуватися, а сигнали з частотами, які перевищують граничну час-

тоту, безперешкодно проходитимуть через такий фільтр. Це означає, що в 

поз-довжніх ланках Т- та П-подібного ФВЧ (рис. 5.12) необхідно використо-

вувати конденсатори, а в поперечних – котушки індуктивності. Дійсно, завдя-

ки наяв-ності в поздовжніх ланках цих схем ємностей такі фільтри матимуть 

велике згасання для сигналів нижніх частот і мале для сигналів верхніх час-

тот. Разом з тим, введення в поперечні ланки індуктивностей збільшує вхідну 

провідність на нижніх частотах і зменшує на верхніх, а це також призводить 

до придушення сигналів в області нижніх частот і безперешкодного прохо-

дження на вихід фільтрів сигналів верхніх частот. 
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Таким чином, для схем реактивних фільтрів, що наведені на рис. 5.12, 

маємо 

.LjZ,Cj1Z 21    

Очевидно, що ці фільтри, як і раніше розглянуті ФНЧ, є фільтрами типу  К, 

оскільки  .constCLZZ 21   

Граничні частоти смуги пропускання ФВЧ визначимо за допомогою сис-

теми рівнянь (5.13). З цих рівнянь маємо 

.0С1,LC41 г
2
г    

Звідси можна отримати 

.,
LC2

1
в2гн1г                           (5.30) 

 

Таким чином, смуга пропускання фільтра верхніх частот лежить в інтер-

валі від  LC21н   до ,в   а область частот, де ,н  є його смугою 

придушення.   

5.3.2. Частотні характеристики повторного опору фільтрів верхніх 

частот 

Для аналізу характеристичних опорів фільтрів верхніх частот, як і у ви-

падку ФНЧ, скористаємося загальними виразами для повторних опорів (5.17). 

При цьому врахуємо, що LjZа,Cj1Z 21  , і одержимо 

,
LC4

1
1

C

L

Lj4Cj

1
1

C

L
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2пт





  

або остаточно – 
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2
н
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Z




 ,                                   (5.31) 

Рис. 5.12. Схеми симетричних реактивних фільтрів верхніх частот 
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Для схеми П-подібного ФВЧ отримаємо 

.1
C

L
Z

2

2
н

пп



                                       (5.32) 

Очевидно, що характер повторного опору залежить від співвідношення 

між частотою    зовнішнього сигналу та нижньою граничною частотою сму-

ги пропускання фільтра. У смузі пропускання, коли   > н, цей опір має ак-

тивний характер, оскільки   01 22
н  . У смузі придушення величина  

  01 22
н   і характер повторного опору реактивний.  

Нехай частота зовнішнього гармонічного сигналу  н . Нехтуючи в 

підкорінному виразі співвідношень (5.31) та (5.32) одиницею у порівнянні з 

величиною  
22

н  , одержимо 

.L2jj
C

L
Z

,
C2
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j
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j
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н
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                        (5.33) 

Отже, в смузі придушення опір птZ  має ємнісний, а опір ппZ  – індук-

тивний характер. Дійсно, якщо 0 , то ємнісні опори поздовжніх ланок фі-

льтрів є нескінченно великими, а індуктивні опори поперечних ланок дуже 

малі. В результаті вхідні опори ФВЧ визначаються опорами їх перших віток:  

.L2jZ;
C2

1
jZ пвхтвх 


       (5.34) 

Цей результат збігається з отриманим вище. 

Амплітудно-частотні характеристики по-

вторних опорів Т- та П-подібних ФВЧ наведені 

на рис. 5.13. З цих залежностей видно, що в бі-

льшій частині інтервалу частот, який відповідає 

смузі пропускання, повторні опори зберігають 

майже незмінні значення – 

.CLZZ пппт                     (5.35) 

Виходячи з (5.35), вибирають активний 

опір навантаження ФВЧ та внутрішній опір джерела сигналу з метою їх узго-

дження з фільтром. З іншого боку, різка залежність повторних опорів від час-

тоти поблизу нижньої граничної частоти ФВЧ робить неможливим їх узго-

дження як на вході, так і на виході. Це, як і у випадку з ФНЧ, значно погіршує 

н 

інд

. 0 

Рис. 5.13. Амплітудно-частотні 

характеристики повторних 

опорів ФВЧ 
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Zп(ω) 
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роботу ФВЧ, оскільки призводить до спотворення їх передатних частотних 

характеристик. 

5.3.3. Аналіз коефіцієнтів згасання та фази фільтрів верхніх частот 

Коефіцієнт згасання  А() та коефіцієнт фази  В(), як і у випадку аналі-

зу ФНЧ, визначають за допомогою основних рівнянь фільтрів (5.6), які спра-

ведливі і для Т-подібних, і для П-подібних схем. 

В смузі пропускання ФВЧ коефіцієнт згасання  А = 0 і тому з другого рі-

вняння системи (5.6) маємо 

21 Z2Z1BcosBcoschA  ,                               (5.36) 

а з урахуванням (5.34) 
22

н21Bcos  .                                        (5.37) 

Якщо частота сигналу   , то  1Bсos   і коефіцієнт фази  В = 0. На 

границі смуги пропускання, коли  н , ,1Bcos   а величина коефіцієнта 

фази  B . Питання про знак коефіцієнта фази на граничній частоті можна 

вирішити, якщо побудувати векторну діаграму для 

ФВЧ. Відносне розташування векторів вхідних та 

вихідних напруг або струмів на цій діаграмі дозво-

ляє однозначно визначити знак коефіцієнта фази. 

Як приклад на рис. 5.14  наведена  векторна  

діаграма  для П-подібного фільтра верхніх частот. 

Її побудову починають з вихідного струму I2, з 

яким збігається вектор вихідної напруги 2U  вна-

слідок активного характеру узгодженого з фільт-

ром навантаження. Вектор струму індуктивності правої поперечної ланки L2I  

відстає за фазою від вектора напруги 2U  на .2  Сума векторів струмів 

L22 IтаI  дає ємнісний струм  .Ic  Вектор напруги  cU  відстає від струму cI  

на кут .2  Сума векторів напруг  c2 UтаU  визначає вектор вхідної напру-

ги  .U1  Цей вектор відстає від вектора вихідної напруги  ,U2  а значить у сму-

зі пропускання коефіцієнт фази  0)(B   і змінюється від  -  до нуля. З вира-

зу (5.37) для цього коефіцієнта отримаємо 

).21(arccos)(B 22
н                                (5.38) 

У смузі придушення фільтра його згасання  0)(A   і тому перше з ос-

новних рівнянь реактивного фільтра (5.6) є справедливим лише в тому випад-

2I  

-j 

Рис. 5.14. Векторна діаграма  

для П-подібного ФВЧ 

+

1 

j 

2U  

1I

 

1U  

L2I  

CI  

CU

 

L2I  

-1 
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ку, коли  .,0B   Тобто в смузі придушення ФВЧ коефіцієнт фази  )(В    є 

постійною незалежною від частоти величиною. Якщо врахувати, що на гра-

ниці смуги пропускання, коли  н , коефіцієнт фази  В , то і в усій 

смузі придушення він зберігає це значення. 

Отже, в смузі придушення 1Bcos   і на основі другого з основних рів-

нянь фільтра (5.6) можна записати 

,21chABcoschA 22
н   

а для АЧХ згасання ФВЧ матимемо 

.12Arch)(A
2

2
н
















            (5.39) 

На рис. 5.15 зображені залежності від час-

тоти коефіцієнтів згасання  A() та фази  B(), 

побудовані у відповідності з виразами (5.39) та 

(5.38). Слід зазначити, що Т- та П-подібні реак-

тивні ФВЧ мають такі самі недоліки, як і раніше 

розглянуті ФНЧ, однак у разі малої за величи-

ною нижньої граничної частоти смуги пропускання крутість АЧХ згасання 

поблизу цієї частоти буде набагато більшою, ніж у ФНЧ. 

5.3.4. Розрахунок реактивних фільтрів верхніх частот 

Розрахунок фільтрів верхніх частот, як і раніше розглянутих фільтрів 

нижніх частот, полягає у визначенні індуктивності  L  та  ємності  С, якщо ві-

дома нижня гранична частота  н  смуги пропускання та узгоджений опір, на 

який навантажено фільтр. 

Вважають, що в смузі пропускання опір навантаження повинен дорівню-

вати характеристичному опору фільтра – 

CLZZR ппптн  . 

Окрім того, нижня гранична частота смуги пропускання ФВЧ дорівнює 

LC2

1
н  . 

Якщо розв’язати систему цих двох рівнянь, то можна записати розрахункові 

співвідношення для індуктивності L та ємності C: 

.
R2

1
C;

2

R
L

ннн

н





                                    (5.40) 

н 0 

Рис. 5.15. АЧХ згасання  A() 

та  коефіцієнт фази  B()  ФВЧ 
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Щоб розрахувати параметри реактивних елементів конкретних фільтрів, 

треба звернутися до схем на рис. 5.12 і врахувати, що у Т-подібного фільтра 

ємності у поздовжніх ланках мають величину  2С, а індуктивність у попереч-

ній ланці – L. У П-подібного ФВЧ індуктивності в поперечних ланках мають 

величину 2L, а ємність поздовжньої ланки – С. 

5.4. Реактивні смугові фільтри 

5.4.1. Схеми та граничні частоти смуги пропускання смугових фільтрів 

Відомо, що системи зв’язаних коливальних контурів можуть успішно ви-

користовуватися як смугові фільтри. Однак через слабку залежність від час-

тоти реактивного опору зв’язку такі фільтри мають невисоку крутість АЧХ 

згасання при переході зі смуги пропускання в смугу придушення. 

Можна значно покращити частотну вибірність смугових фільтрів, реалі-

зованих на основі зв’язаних коливальних контурів, якщо в якості опору 

зв’язку використати паралельний або послідовний коливальний контур. На 

рис. 5.16 наведені Т- та П-подібні схеми реактивних смугових фільтрів, які 

використовують послідовні коливальні контури в поздовжніх ланках і пара-

лельні – в поперечних. Параметри коливальних контурів вибирають таким 

чином, щоб їх резонансні частоти збігалися: 

,
CL

1

CL

1

2211

02р01                              (5.41) 

де  2р01 ,   – резонансні частоти послідовного та паралельного коливальних 

контурів відповідно. 

З виразу (5.41) видно, що  2211 CLCL  , а значить добуток  

.const
C

L

C

L

)L1C(j

)C1L(j
ZZ

2

1

1

2

22

11
21 




                    (5.42) 

Це означає, що реактивні симетричні смугові фільтри, схеми яких зобра-

жені на рис. 5.16, являють собою фільтри типу К. В цих фільтрах послідовний 

коливальний контур має дуже малий опір на резонансній та близьких до неї 

частотах і майже без ослаблення пропускає коливання в деякій смузі частот. 

Одночасно цей коливальний контур придушує коливання з тими частотами, 

які не потрапляють в його смугу пропускання. Паралельні коливальні конту-

ри, які входять до складу смугових фільтрів (СФ), для коливань з частотами, 

що потрапляють у смугу пропускання послідовного контура, мають дуже ве-

ликий опір, а інші коливання будуть ними придушуватись. 
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Процес графічного визначення граничних частот смуги пропускання СФ 

за допомогою системи нерівностей (5.11) ілюструється рис. 5.17, з якого  вид-

но, що основні нерівності реактивних фільтрів (5.8) – (5.10) виконуються в ін-

тервалі частот від  н  до  в. 

Для визначення граничних частот смуги 

пропускання СФ аналітичним методом на 

основі нерівності (5.9) можна одержати рів-

няння 

.1Z4Z 21                   (5.43) 

Для комплексних опорів  ,ZтаZ 21 відпо-

відно до рис. 5.16, маємо 

,
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,j
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(5.44) 

де 222111 CLтаCL   – характеристичні опори послідовного та 

паралельного коливального контура відповідно. 

Після підстановки виразів (5.44) в (5.43) отримаємо   

.
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1

Z4

Z
2

0

02

1

2
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                                    (5.45) 

Оскільки резонансні частоти послідовного та паралельного коливальних кон-

турів однакові, то 

Рис. 5.16. Схеми смугових фільтрів типу К 

а) б) 
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Рис. 5.17. Перевірка виконання ос-

новної нерівності для фільтрів, 

схеми яких наведені на рис. 5.16 
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Тоді вираз (5.45) прийме вигляд 
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                                 (5.46) 

Отже, враховуючи (5.43), граничні частоти смуги пропускання смугових 

фільтрів можна знайти з рівняння 
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                                  (5.47) 

Добудемо з виразу (5.47) корінь квадратний і здійснимо деякі прості перетво-

рення: 
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або в іншому вигляді – 

   .0
С

С
2 0

2

12
0

2    

Оскільки 110 CL1 , то остаточно одержимо 

.0
CL

1
2 2

0

21

2                                      (5.48) 

Розв’яжемо квадратне рівняння (5.48), відкинувши від’ємні розв’язки як 

ті, що не мають сенсу, і для граничних частот смуги пропускання СФ отрима-

ємо 
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     (5.49) 

З виразів (5.49) видно, що добуток граничних частот смуги пропускання СФ 

дорівнює 

,CL1 2
011вн                                          (5.50) 

а ширина смуги пропускання таких фільтрів 
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.
CL

2

21

нвф                                      (5.51) 

Співвідношення (5.50) та (5.51) використовуються при розрахунках парамет-

рів смугових фільтрів. 

5.4.2. Частотні характеристики повторного опору смугових фільтрів 

Як і у разі аналізу фільтрів нижніх та верхніх частот, для отримання АЧХ 

повторного опору СФ скористаємося співвідношеннями (5.17). 

У випадку аналізу Т-подібної схеми смугового фільтра (рис. 5.16, а) ско-

ристаємося першим з виразів (5.17) і врахуємо, що добуток  ,CLZZ 2121   а 

відношення  21 Z4Z  визначається співвідношенням (5.46). Тоді отримаємо 
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                          (5.52) 

Частотна залежність модуля по-

вторного опору  )(Zпт   , що ві-

дповідає виразу (5.52), і є амп-

літудно-частотною характерис-

тикою повторного опору Т-

подіб-ного СФ, наведена на рис. 

5.18. В смузі пропускання опір  

птZ  має активний характер і 

мало змінюється поблизу резо-

нансної частоти 0 . При цьому маємо, що .CLZ 21пт
  Якщо ж частота 

вхідного сигналу  н , то повторний опір  птZ  є чисто реактивним і носить 

ємнісний характер, а при частотах  в  – він також реактивний, але має 

вже індуктивний характер. Окрім того, з рис. 5.18 видно, що в діапазоні час-

тот, де  0 , смуговий фільтр поводить себе як Т-подібний ФВЧ, а в діапа-

зоні частот, де  0 , як Т-подібний ФНЧ. Це пов’язано з тим, що при  

0  послідовний коливальний контур має ємнісний характер опору, а па-

ралельний – індуктивний. Якщо ж частота сигналу  0 , то опори контурів 

змінюють свій характер на протилежний. 

Скориставшись другим із співвідношень (5.17), для характеристичного 

опору П-подібного смугового фільтра одержимо 



н 

акт. 

0 

Рис. 5.18. АЧХ повторного опору Т-подібного СФ 
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                          (5.53) 

Амплітудно-частотна характеристика повторного опору П-подібного СФ по-

казана на рис. 5.19. Подібно до попереднього випадку на частотах 0  да-

ний фільтр поводить себе як П-

подібний ФВЧ, а на частотах  

0  – як П-подібний ФНЧ. 

Слід також зазначити, що в смузі 

придушення характер вхідного 

опору СФ , так само як і раніше 

розглянутих ФНЧ та ФВЧ, ви-

значається характером опорів 

вхідних ланок. 

5.4.3. Аналіз коефіцієнтів згасання та фази смуговихфільтрів 

Для визначення АЧХ згасання А() та коефіцієнта фази В() смугових 

фільтрів треба, як і раніше, скористатись основними рівняннями фільтрів 

(5.6), а також співвідношенням (5.46). 

У смузі придушення згасання А  0, тому перше з основних рівнянь (5.6) 

є справедливим лише у випадку, коли  ,0)(В . Тоді для частотної зале-

жності згасання А() можна записати 
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 .                          (5.54) 

Залежність,   побудована   у   відповідності   з   виразом   (5.54),   наведена    

на  

рис. 5.20, а. Як видно, в області нижніх частот ( 0 ) АЧХ згасання така 

сама, як і у ФВЧ, а в області верхніх частот ( 0 ) – така ж як і у ФНЧ. 
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акт. 
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Рис. 5.19. АЧХ повторного опору П-подібного СФ 
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Вираз для коефіцієнта фази СФ у смузі пропускання, де згасання А = 0, 

можна отримати також на основі тих самих основних рівнянь фільтрів. При 

цьому матимемо 
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1arccos)(B .                        (5.55) 

Як видно з рис. 5.20, б, в діапазоні 

частот від 0 до в коефіцієнт фази зро-

стає від нуля до , а при змінюванні ча-

стоти від  0  до  н  цей коефіцієнт 

змінюється від 0 до -. В смугах при-

душення коефіцієнт фази залишається 

незмінним і в області нижніх частот до-

рівнює  -, а в області верхніх частот 

дорівнює  .       

Таким чином, обидві частотні ха-

рактеристики СФ ідентичні частотним 

характеристикам ФВЧ в області нижніх 

частот, коли 0 ,  та ідентичні час-

тотним характеристикам ФНЧ в області 

верхніх частот, коли в . 

5.4.4. Розрахунок реактивних смугових фільтрів 

Для розрахунку параметрів смугових фільтрів можна скористатись спів-

відношеннями (5.50) та (5.51) і тією обставиною, що в смузі пропускання  

.CLZZ 21пппт                                         (5.56) 

Отже, в разі узгодженої роботи СФ його навантаження доцільно вибира-

ти, виходячи з умови 

.CLR 21н                                              (5.57) 

Окрім опору навантаження  Rн, як правило, відомими є верхня та нижня 

граничні частоти смуги пропускання. Однак відомо, що згідно з (5.51) маємо 

21нв CL2 , 

0 

Рис. 5.20. АЧХ згасання А() та 

коефіцієнт фази B() CФ 
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тому з урахуванням (5.57) одержимо 
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                                          (5.58) 

Якщо скористатись виразом (5.50) і врахувати, що  2211 CLCL   , то мо-

жна записати 
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                                (5.59) 

Після цього можна визначити параметри послідовного коливального контура: 
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                                  (5.60) 

Щоб знайти параметри елементів смугових фільтрів необхідно звернути-

ся до їх схем, що зображені на рис. 5.16. 

5.5. Реактивні загороджувальні фільтри 

5.5.1. Схеми та граничні частоти смуги придушення загороджувальних 

фільтрів 

Якщо в схемах смугових фільтрів типу К поміняти місцями паралельні та 

послідовні коливальні контури, то можна отримати загороджувальні фільтри, 

або фільтри-пробки. Схеми таких фільтрів зображені на рис. 5.21. 

Рис. 5.21. Схеми Т- (а) та П-подібного (б) загороджувальних фільтрів 
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Коливальні контури у загороджувальних фільтрах, як і у смугових, на-

строєні на одну й ту ж частоту  0. Тоді при частоті вхідного сигналу 0  

поздовжні ланки цих фільтрів мають нескінченно великі опори, а поперечні – 

нескінченно малі. Отже, в цьому випадку фільтри мають нескінченно велике 

згасання. 

Якщо частота вхідного сигналу  0 , то опір поздовжніх ланок фільт-

рів на рис. 5.21 має ємнісний характер, а поперечних – індуктивний. Схема 

працює як ФВЧ, який пропускає коливання з частотами, вищими за верхню 

граничну частоту смуги придушення. 

Якщо ж частота вхідного сигналу  0 , то поздовжні ланки мають ін-

дуктивний характер опору, а поперечні – ємнісний. Тепер схема працює як 

ФНЧ і безперешкодно пропускає коливання з частотами, нижчими від ниж-

ньої граничної частоти смуги придушення.  

Для визначення граничних частот смуги придушення загороджувального 

фільтра, як і граничних частот смуги пропускання СФ, можна скористатись 

рівнянням (5.43). У цьому випадку 

,jZ,

j

Z 0
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                         (5.61) 

тому для відношення  21 Z4Z  отримаємо 
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                                (5.62) 

Якщо отриманий результат підставити у вираз (5.43) та добути корінь квадра-

тний з лівої та правої частини отриманого рівняння, то одержимо 
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 .                                (5.63) 

Після нескладних перетворень матимемо квадратне рівняння 

.0
LС

1

2

1 2
0

21

2                                (5.64) 

При розв’язуванні рівняння (5.64) від’ємні розв’язки відкинемо як такі, 

що не мають сенсу, і в результаті для граничних частот смуги придушення ЗФ 

отримаємо 
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                       (5.65) 

Добуток граничних частот смуги придушення ЗФ, як і у випадку СФ, до-

рівнює 

,
CL

1 2
0

11
нв                                    (5.66) 

а смуга придушення такого фільтра – 

 

.
LС2

1

21

нвп                               (5.67) 

Вирази (5.66) та (5.67) можна використовувати при розрахунках параметрів 

загороджувальних фільтрів. 

5.5.2. Частотні характеристики повторного опору загороджувальних 

фільтрів 

Для визначення повторних опорів загороджувальних фільтрів знову ско-

ристаємося загальними співвідношеннями (5.17), а також врахуємо, що 

.constCLZZ 212121   

В результаті для повторних опорів отримаємо 
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                  (5.68) 

Частотні залежності )(Zта)(Z пппт   зображені на рис. 5.22.  
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Як видно з цих залежностей, загороджувальні фільтри в діапазоні частот, 

коли 0 , поводять себе як ФНЧ, а на частотах  0  – як ФВЧ. Як і у 

випадку інших типів реактивних фільтрів, характер повторних опорів ЗФ у 

смузі придушення визначається характером опору вхідної ланки фільтра. 

5.5.3. Аналіз коефіцієнтів згасання та фази загороджувальних фільтрів 

Для визначення АЧХ згасання  )(A   та коефіцієнта фази  )(B   загоро-

джувальних фільтрів, як і при аналізі інших типів фільтрів, використаємо ос-

новні рівняння фільтрів (5.6). 

У смузі придушення ЗФ згасання  А  0 і тому коефіцієнт фази може 

приймати значення В = 0, . Оскільки на частотах  0  загороджувальний 

фільтр поводить себе як ФНЧ, то в діапазоні частот від 0  до  н  коефіцієнт 

фази  В = . І навпаки, в діапазоні частот від 0 до в, де фільтр поводить себе 

як ФВЧ, коефіцієнт фази  B . В результаті для АЧХ згасання ЗФ в смузі 

придушення одержимо 
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або інакше – 

Рис. 5.22. Амплітудно-частотні характеристики повторних опорів Т- (а)  

та П-подібних (б) загороджувальних фільтрів 
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                           (5.69) 

 

У смузі пропускання, де згасання 0A  , для коефіцієнта фази загоро-

джувальних фільтрів матимемо  
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або інакше – 
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                      (5.70) 

Вигляд амплітудно-частотної характеристики згасання (рис. 5.23, а) та 

залежності від частоти коефіцієнта фази (рис. 5.23, б) загороджувальних фі-

льтрів підтверджує раніше виголошену 

тезу про те, що в діапазоні частот, де 

0 , такі фільтри поводять себе як 

ФНЧ, а в діапазоні частот, де 0 , – як 

ФВЧ. Слід також звернути увагу на 

стрибок фази у фазочастотної характери-

стики, який обумовлений зміною харак-

теру повторного опору ЗФ (рис. 5.22) на 

резонансній частоті 0. 

 

 

5.5.4. Розрахунок реактивних загороджувальних фільтрів 

Якщо розраховуваний ЗФ працює на узгоджений опір навантаження, то 

останній повинен визначатися з виразу 

.CLCLR 1221н                                      (5.71) 

Одночасно смуга придушення загороджувального фільтра визначається 

виразом (5.67), і тоді при заданих граничних частотах цієї смуги та відомому 

опорі навантаження з урахуванням (5.71) одержимо, що 

0 

Рис. 5.23. АЧХ згасання А() та  

коефіцієнт фази В() ЗФ 
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                                        (5.72) 

Оскільки між резонансними частотами контурів фільтра  0  та гранич-

ними частотами  нв та   існує зв’язок 

,CL1 11нв
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то для індуктивності L1 запишемо 
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                            (5.73) 

Далі легко знаходимо індуктивність  L2  та  ємність  C2 – 
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                                 (5.75) 

Щоб знайти параметри елементів загороджувальних фільтрів, треба зве-

рнутися до їх конкретних схем, які зображені на рис. 5.21. 

5.6. Модифіковані реактивні фільтри 

Найважливішою перевагою реактивних фільтрів типу К є їх надзвичайна 

простота, але, на жаль, вони погано узгоджуються з іншими пристроями вна-

слідок непостійності їх характеристичних опорів у смузі пропускання. Окрім 

того такі фільтри мають невисоку вибірність внаслідок низької крутості АЧХ 

згасання на границях цієї смуги. 

Недоліки реактивних фільтрів типу К можна дещо компенсувати за ра-

хунок їх модифікації шляхом незначного ускладнення електричних схем. Це 

ускладнення полягає у перерозподілі індуктивностей та ємностей між послі-

довною та поперечною ланками  Т-  та П-подібних схем фільтрів (рис. 5.2). 

Внаслідок цього перерозподілу опори плечей вихідного фільтра-прототипа 

змінюються на деяку величину, яка визначається перехідним коефіцієнтом  

М. Тому модифіковані фільтри отримали назву фільтрів типу  М. 

Щоб перейти від фільтра типу  К  до фільтра типу  М, треба забезпечити 

виконання двох умов. 

1. Характеристичні опори фільтрів-прототипів  пКZ  та модифікованих 

фільтрів  пМZ  повинні бути однаковими, оскільки обидва фільтри повинні 

працювати на одне й те ж навантаження. Отже, при цьому повинні виконува-

тися такі умови: 
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                          (5.77) 

де  M2M1 ZтаZ  – комплексні опори поздовжньої та поперечної ланок фільт-

ра типу  М. 

2. В разі модифікації Т-подібних фільтрів змінюється величина опору 

поз-довжніх ланок – 

,ZMZ 1M1                                                (5.78) 

а в разі модифікації П-подібних фільтрів – опір поперечних ланок – 

.
M

Z
Z 2

M2                                                (5.79) 

3. У виразах (5.78) та (5.79) коефіцієнт  М  є постійною додатною вели-

чи-ною, яка приймає значення   0 < M < 1. 

5.6.1. Послідовно-похідні модифіковані фільтри 

Нехай фільтр-прототип являє собою Т-подібний реактивний фільтр типу 

К, узагальнена схема якого зображена на рис. 5.2, а. Тоді опір M1Z  модифіко-

ваного фільтра визначається співвідношенням (5.78), а опір  M2Z  можна знай-

ти, скориставшись виразом (5.76). 

Підставимо значення опору  M1Z  з (5.78) у співвідношення (5.76) і отри-

маємо  
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                       (5.80) 

Піднесемо обидві частини рівняння (5.80) до квадрату і розв’яжемо те рів-

няння, що отримано, відносно  M2Z . В результаті маємо 
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                                    (5.81) 

Таким чином, для забезпечення ви-

конання умови (5.76) необхідно попере-

чну ланку фільтра типу М скласти з 

двох послідовно з’єднаних опорів (рис. 

5.24). Тому такий модифікований 

фільтр називається послідовно-

похідним. Один з послідовних опорів 

поперечної ланки цього фільтра  Рис. 5.24. Послідовно-похідний  

модифікований Т-подібний фільтр 
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 MZ2  повинен мати той самий характер, що й опір поперечної ланки фільт-

ра-прототипу. Інша ж складова опору цієї ланки з опором  













4

Z

М4

М1 1
2

 по-

винна мати характер опору як у поздовжньої ланки фільтра-прототипу. 

Останнє можливо лише в тому випадку, якщо коефіцієнт модифікації М < 1. 

Очевидно, що модифікований  Т-подібний фільтр (рис. 5.24) можна 

отримати з двох модифікованих Г-подібних фільтрів (рис. 5.25, а), якщо 

включити ці фільтри каскадно, з’єднавши паралельно їх П-сторони. Якщо ж 

Г-подібні модифіковані фільтри з’єднати Т-сторонами, то отримаємо  послі-

довно-похідний П-подібний фільтр типу М (рис. 5.25, б). 

Можна показати, що несиметричний послідовно-похідний  Г-подібний 

фільтр (рис. 5.25, а) з боку Т-сторони має характеристичний опір птZ , як і у 

обох розглянутих вище Т-подібних фільтрів, а з боку П-сторони – значення  

ппМZ , яке має нові у порівнянні з раніше розглянутими характеристичними 

опорами властивості. 

Згідно з (5.77) маємо 
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У відповідності з (5.78) та (5.81) отримаємо 
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і тому шуканий характеристичний опір дорівнює 

 

Рис. 5.25. Послідовно-похідні  Г- (а) та  П-подібний  (б)  фільтри типу М 
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     (5.82) 

 

На рис. 5.26 зображені залежності Мпп21 ZZZ  від величини 21 Z4Z , 

побудовані у відповідності з виразом (5.82) для різних значень коефіцієнта 

модифікації М. Оскільки з визначення фільтрів типу К витікає, що 

KZZ 21  , а величина  21 Z4Z  є функцією частоти і, зокрема, для ФНЧ 

дорівнює  в , то кожна з кривих на рис. 5.26 являє собою визначену у від-

носних одиницях частотну залежність характеристичної провідності ппМZ1 . 

Як видно, правильний вибір перехідного коефіцієнта М забезпечує набагато 

вищу рівно-мірність наведених залежностей у смузі пропускання, ніж у філь-

трів типу К, яким відповідає залежність, побудована для значення коефіцієнта 

М = 1. Найкращу рівномірність у смузі пропускання частотні залежності і ха-

рактери-стичної провідності МппZ1 , і характеристичного опору МппZ  мають 

при зна-ченні перехідного коефіцієнта М = 0,59. Лише при частотах, що без-

Рис. 5.26. Частотні залежності характеристичної провідності  П-

подібного послідовно-похідного модифікованого фільтра 
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посередньо примикають до верхньої граничної частоти, характеристична про-

відність  МппZ1  різко зменшується до нуля. 

 Отже, модифіковані послідовно-похідні реактивні П-подібні фільтри та 

Г-подібні фільтри з боку П-сторони  набагато краще узгоджуються з джере-

лом сигналу і навантаженням, ніж фільтри типу  К та модифіковані послідов-

но-похідні Т-подібні фільтри.  

5.6.2. Паралельно-похідні модифіковані фільтри 

Нехай фільтр-прототип являє собою П-подібний реактивний фільтр типу 

К, узагальнена схема якого зображена на рис. 5.2, б. Тоді опір M2Z  модифіко-

ваного фільтра визначається співвідношенням (5.79), а опір  M1Z  можна знай-

ти, скориставшись виразом (5.77). 

Підставимо значення опору  M2Z   з (5.79) у співвідношення (5.77) і 

отримаємо  

.
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Z
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MZZ

Z4Z1

ZZ
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2M1

21
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                             (5.83) 

Піднесемо обидві частини рівняння (5.83) до квадрату і розв’жемо рівняння, 

що отримано, відносно  M1Z . В результаті маємо 

M4

M1

Z

1

ZM

1

Z

1 2

21M1


 .                            (5.84) 

 

Таким чином, для забезпечення виконання умови (5.77) необхідно поздо-

вжну ланку  фільтра  типу М скласти з двох паралельно з’єднаних опорів 

(рис. 5.27). Тому такий модифікований 

фільтр називається паралельно-похідним. 

Один з паралельних опорів поздовжньої 

ланки 1ZM  повинен мати той самий ха-

рактер, що й опір поздовжньої ланки фі-

льтра-прототипу. Інша ж складова цієї 

паралельної ланки з опором 22
Z

M1

M4


 

повинна мати характер опору як у попе-

речної ланки фільтра-прототипу. Остан-

Рис. 5.27. Паралельно-похідний  

модифікований П-подібний фільтр 
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нє, як і у випадку послі-довно-похідного фільтра, можливо лише якщо коефі-

цієнт модифікації М < 1. 

Очевидно, що модифікований П-подібний фільтр (рис. 5.27) можна 

отримати з двох модифікованих Г-подібних фільтрів (рис. 5.28, а), якщо 

включити ці фільтри каскадно, з’єднавши їх Т-сторонами. Якщо ж паралель-

но з’єднати П-сторони двох Г-подібних паралельно-похідних модифікованих 

фільтрів, то отримаємо Т-подібний паралельно-похідний фільтр типу М (рис. 

5.28, б).  

Можна показати, що несиметричний паралельно-похідний  Г-подібний 

фільтр (рис. 5.28, а) з боку поперечної ланки має характеристичний опір ппZ , 

як і у П-подібного фільтра-прототипу та у аналогічного модифікованого філь-

тра, а з боку поздовжньої ланки – значення  птМZ , яке має нові у порівнянні з 

раніше розглянутим характеристичним опором  ппZ  властивості. 

Розрахуємо  величину  характеристичного  опору  птМZ   наведених  на 

рис. 5.28  Г- та П- подібних паралельно-похідних модифікованих фільтрів. 

Тоді на основі виразу (5.76) з урахуванням (5.79) і (5.84) для шуканого харак-

теристичного опору отримаємо 

.
Z4Z)M1(1

Z

Z4Z)М1(1

1
Z4Z1ZZZ

21
2

пт

21
22121птМ





    (5.85) 

Порівнюючи вирази (5.85) та (5.82), можна зробити висновок, що харак-

теристичний опір  птМZ  паралельно-похідного модифікованого фільтра має 

такі ж властивості, як і характеристична провідність ппМZ1  послідовно-

похідного   модифікованого  фільтра.  Тому  частотні  залежності,  наведені  

на рис. 5.26 , можна використовувати і для визначення в діапазоні частот, 

який відповідає смузі пропускання, модуля характеристичного опору  .ZптМ  

Рис. 5.28. Послідовно-похідні  Г- (а)  та  Т-подібний (б)  модифіковані фільтри 
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Однак при цьому слід зважити на те, що вздовж осі ординат відкладається ве-

личина  .КZZZZ птМ21птМ   Слід також зазначити, що, як і у випадку пос-

лідовнопохідного модифікованого фільтра, відхилення величини характерис-

тичного опору паралельно-похідного фільтра від величини  К  при  59,0М   в 

діапазоні частот від н  до в9,0   не перевищує %5 . У той же час для фільт-

рів-прототипів типу К  аналогічне  відхилення в такому  ж діапазоні частот 

складає %.60  

5.6.3. Особливості амплітудно-частотних характеристик  згасання 

фільтрів типу М 

Щоб визначити коефіцієнт згасання модифікованих фільтрів, треба так  

як і у випадку фільтрів типу  К  звернутися до основних рівнянь реактивних 

фільтрів (5.6), які є справедливими і для фільтрів типу  М , якщо в другому з 

цих рівнянь опори 21 ZтаZ  замінити на опори  M2M1 ZтаZ  відповідно. 

При цьому граничні частоти смуг пропускання та придушення обох різнови-

дів фільтрів збігаються. 

Як відомо, у смузі пропускання в узгодженому режимі коефіцієнт зга-

сання  А = 0. У смузі придушення згасання  0А   і перше з основних рівнянь 

(5.6) виконується лише при умові, якщо коефіцієнт фази  В  дорівнює нулю 

або   . Виходячи з цього, на основі другого з основних рівнянь фільтрів 

отримаємо   

,
Z2

Z
1chA

2

1                                             (5.86) 

а з урахуванням (5.78) та (5.81) або (5.79) та (5.84) для амплітудно-частотної 

характеристики згасання і послідовно-похідних, і паралельно-похідних моди-

фікованих фільтрів матимемо 
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            (5.87) 

Як видно з виразу (5.87), на тій частоті, при якій величина  21
2 Z4Z)M1(1   

дорівнює нулю, згасання модифікованого фільтра має нескінченно велике 

значення. Це явище пояснюється тим, що в поперечних ланках послідовно-

похідних модифікованих фільтрів (рис. 5.24 та 5.25) послідовно включені два 

реактивні опори різного характеру, а в поздовжніх ланках паралельно-

похідних модифікованих фільтрів (рис. 5.27 та  5.28) паралельно включені дві 

реактивні провідності різного характеру. Як результат, в цих вітках на деякій 
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частоті настають резонанси: послідовний резонанс в послідовно-похідних фі-

льтрах, поперечні ланки яких стають еквівалентними короткому замиканню; 

паралельний резонанс в паралельно-похідних фільтрах, поздовжні ланки яких 

стають еквівалентними розриву кола. Отже, дійсно, в обох випадках згасання 

модифікованих фільтрів на цих частотах приймає нескінченно великі значен-

ня (А = ). 

При подальшому збільшенні частоти, коли  , а відношення  21 Z2Z  

та  згасання фільтра типу  К  згідно з (5.86) також приймають нескінченно ве-

ликі значення, модифіковані фільтри мають скінченну величину згасання. 

Дійсно, з виразу (5.87) видно, що у випадку, коли відношення  21 Z2Z , 

величина згасання фільтра типу М дорівнює 

.
M1

M2
1Arch)(A

2

2













                                (5.88) 

Отже, при частотах, набагато більших, ніж частота нескінченно великого 

згасання  , згасання модифікованого фільтра зменшується і буде меншим, 

ніж у фільтра типу К. Для компенсації цього недоліку можна використовува-

ти складні фільтри, утворені шляхом каскадного з’єднання окремих ланок фі-

льтрів типу  К  та  типу  М. 

Розглянемо особливості модифікованих фільтрів більш докладно на при-

кладі послідовно- та паралельно-похідних фільтрів нижніх частот. 

На рис. 5.29, а наведена схема Т-подібного фільтра-прототипа нижніх ча-

стот типу К, а на рис. 5.29, б – Г-подібна схема послідовно-похідного моди-

фікованого ФНЧ, на основі якого утворені Т- та П-подібна симетричні схеми 

послідовно-похідних модифікованих ФНЧ (рис. 5.30). 

Рис. 5.29. Схеми Т-подібного фільтра-прототипу нижніх частот типу К (а) 

та Г-подібного послідовно-похідного модифікованого ФНЧ (б) 
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На рис. 5.31, а наведена схема  П-подібного фільтра-прототипа нижніх 

частот типу К , а на рис. 5.31, б – Г-подібна схема паралельно-похідного мо-

дифікованого ФНЧ, на основі якого утворені П- та  Т-подібна симетричні 

схеми паралельно-похідних модифікованих ФНЧ (рис. 5.32). 

Як видно, всі без виключення схеми модифікованих фільтрів мають в 

своєму складі або послідовні (рис. 5.29, б, 5.30), або паралельні (рис. 5.31, б та 

рис. 5.32) коливальні контури. Резонансні частоти цих контурів однакові і ви-

значаються виразом 
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            (5.89) 

 

Рис. 5.30. Схеми Т- (а) та П-подібних (б) симетричних послідовно-похідних  

модифікованих ФНЧ 
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Рис. 5.31. Схеми  П- подібного фільтра-прототипа нижніх частот типу К (а) та 

Г-подібного паралельно-похідного модифікованого ФНЧ (б) 
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Очевидно, що резонансні частоти зазначених коливальних контурів де-

що перевищують значення верхньої граничної частоти смуги пропускання 

ФНЧ. На цих частотах згасання 

фільтрів приймає нескінченно ве-

ликі значення. Отже, крутість 

АЧХ згасання на границі смуги 

пропускання у модифікованих фі-

льтрів стає набагато вищою, ніж у 

фільтрів типу К (рис. 5.33). Однак 

на частотах, які суттєво переви-

щують частоту нескінченно вели-

кого згасання 0 , згасання 

модифікованих ФНЧ швидко зме-

ншується і стає меншим ніж у фі-

льтрів типу К. 

При каскадному з’єднанні фільтрів типу  М  та фільтрів типу К можна 

дещо компенсувати їх недоліки, однак при цьому треба обов’язково врахо-

вувати необхідність узгодження окремих ланок схеми. Так, наприклад, аналіз 

наведених вище схем ФНЧ пока-

зує, що тільки Г-подібні ланки 

модифікованих фільтрів можуть 

забезпечити і оптимальне узго-

дження з фільтром типу К, і най-

кращі умови підключення до 

Рис. 5.32. Схеми П- (а) та Т-подібного (б) симетричних паралельно- 

похідних модифікованих ФНЧ 
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Рис. 5.33. Амплітудно-частотна характеристика 

згасання модифікованих ФНЧ 

в 
0 ω∞ 

АМ, 

АК 
АМ 

ω 

АК 

Рис. 5.34. Схема комбінованого ФНЧ,  

утвореного каскадним з’єднанням фільтрів 
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джерела сигналу або навантаження. 

На рис. 5.34 як приклад наве-дена схема фільтра нижніх частот, що являє 

собою каскадне з’єднання двох послідовно-похідних модифікованих Г-

подібних фільтрів типу М, що включені на вході і виході, та одного Т-

подібного фільтра типу К, який розташований між ними. Оскільки характери-

стичні опори симетричного Т-подібного фільтра типу К дорівнюють птZ  і є 

такими ж, як і характеристичний опір несиметричного послідовно-похідного 

Г-подібного фільтра з боку Т-сторони, то в усіх точках з’єднання окремих ла-

нок забезпечується їх узгодження. Завдяки тому, що на вході та виході фільт-

ра включені Г-подібні ланки типу  М , схема являє собою симетричний чоти-

риполюсник, характеристичні опори якого дорівнюють  ппМZ , як і у симетри-

чного П-подібного послідовно-похідного модифікованого фільтра типу М.  

Якщо вибрати коефіцієнт модифікації М  0,59, то буде забезпечено ви-

сокий рівень сталості величини характеристичного опору ппМZ  в смузі про-

пускання фільтра, а значить і оптимальні умови його узгодження з наванта-

женням та джерелом сигналу. При цьому результуюче згасання утвореного 

фільтра буде складати величину 

,А2AA МК   

де  МК АтаА  – згасання Т-подібної ланки фільтра типу  К  та  Г-подібної 

ланки фільтра типу М  відповідно. 

На рис. 5.35 наведені частотні залежності згасання Т-подібного фільтра 

типу К )(АК  , каскадного з’єднання двох узгоджених Г-подібних ланок фі-

льтра типу М )(А2 М   та АЧХ зга-

сання )(А   складного фільтра, схема 

якого зображена на рис. 5.34. Як вид-

но, завдяки наявності в схемі ланок 

фільтра типу М згасання )(А   склад-

ного фільтра починає різко зростати 

при переході через верхню граничну 

частоту в , що є суттєвою перевагою 

перед фільтром типу К. На частотах, 

які перевищують частоту нескінченно 

великого згасання  , згасання скла-

дного фільтра також достатньо висо-

Рис. 5.35. Частотні залежності згасання 

фільтра типу К )(АК  , двох ланок  

фільтра типу М 2 )(АМ   та комбінова-

ного фільтра  )(А   

в 0 ω∞ 

2АМ, 

АК, 

А 2АМ 

ω 

АК 

А А 
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ке завдяки наявності в його складі ланки фільтра типу  К. У цьому відношенні 

подібні комбіновані фільтри мають  перевагу і в порівнянні з фільтрами типу 

М. 

Подібно до фільтрів нижніх частот можна побудувати й інші види моди-

фікованих фільтрів: верхніх частот, смугові та загороджувальні. При визна-

ченні параметрів цих фільтрів треба виходити із загальних співвідношень: для 

послідовно-похідних ланок – з виразів (5.78), (5.81), а для паралельно-

похідних ланок – з виразів (5.79), (5.84). При каскадному з’єднанні таких фі-

льтрів з аналогічними за призначенням фільтрами типу К треба, як і у попе-

редньому прикладі для ФНЧ, забезпечувати умови узгодження між окремими 

ланками складних фільтрів. 
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Р о з д і л  6 

СИНТЕЗ ЧАСТОТНО-ВИБІРНИХ КІЛ 

6.1. Задача синтезу лінійних електричних кіл 

Задача синтезу лінійного електричного кола полягає у необхідності по-

будови такого кола, яке характеризується заданою реакцією  )t(x   на деяке 

зовнішнє збудження  ).t(s   

Оскільки реакція лінійного кола на довільне зовнішнє збудження визна-

чається його часовими або частотними характеристиками, то задача синтезу 

зводиться до знаходження схеми кола, яке має задані характеристики. 

Синтез електричного кола на основі його частотних характеристик нази-

вається синтезом в частотній області, а синтез кола на основі часових харак-

теристик – синтезом в часовій області. Найчастіше задачу синтезу в часовій 

області зводять до задачі синтезу в частотній області внаслідок кращої розро-

бки методів розв’язання останньої. 

На відміну від задачі аналізу лінійного кола, яка завжди має єдине 

розв’язання, розв’язання задачі синтезу, якщо воно існує, як правило, не є 

єдиним. 

Якщо електричне коло, яке має деякі характеристики, можна побудувати 

з ідеалізованих елементів з дійсними додатними параметрами, то такі харак-

теристики можна реалізувати фізично. 

Набір допустимих типів елементів, що використовуються для синтезу, 

називається елементним базисом кола. 

В залежності від заданого елементного базису розрізняють задачі синте-

зу реактивних, безіндуктивних, без'ємнісних, пасивних та активних електрич-

них кіл. 

Коло можна синтезувати як на основі вхідних, так і на основі передатних 

характеристик. В першому випадку шукане коло являтиме собою двополюс-

ник, а в другому – чотириполюсник. 

Характеристики кіл, що можуть бути реалізовані фізично, задовольняють 

певним умовам, які називаються критеріями фізичної реалізовності. 

Якщо вхідні або передатні характеристики шуканого кола задані в аналі-

тичній формі, то основними етапами розв’язання задачі синтезу є перевірка 

фізичної реалізовності заданих характеристик кола та безпосередня реалізація 

синтезованого кола, тобто визначення його еквівалентної схеми і параметрів 

елементів, що в нього входять. 
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На практиці частотні та часові характеристики кіл часто задають в графі-

чній або табличній формі, внаслідок чого виникає необхідність апроксимації 

заданих залежностей за допомогою наближених аналітичних виразів. На від-

міну від розглянутої раніше задачі апроксимації характеристик нелінійних 

елементів (див. розд. 3) для апроксимації частотних та часових характеристик 

не можна використовувати будь-які функції, що з необхідною точністю відт-

ворюють задану залежність, а тільки такі функції, які задовольняють критері-

ям фізичної реалізовності. 

6.2. Основні властивості та критерії фізичної реалізовності вхідних 

операторних характеристик лінійних кіл 

Відомо, що будь-які операторні характеристики лінійних електричних 

кіл, які не мають в своєму складі незалежних джерел енергії, можна предста-

вити у вигляді відношення двох поліномів з дійсними коефіцієнтами: 

.
apa...papa

bpb...pbpb

)p(N

)p(M
)p(K

01
1n

1n
n

n

01
1m

1m
m

m










                (6.1) 

Таку раціональну функцію можна реалізувати як операторну вхідну ха-

рактеристику лінійного пасивного кола, якщо К(р) є дійсною додатною функ-

цією комплексної частоти   jp .  

Дійсною додатною функцією комплексної змінної величини р назива-

ється функція К(р), дійсна частина якої невід’ємна при невід’ємних значеннях 

дійсної частини  р, а уявна частина функції  К(р) дорівнює нулю, якщо і уявна 

частина величини  р  дорівнює нулю. Тобто 

 
  .0)pIm(якщо,0)p(KIm

,0)pRe(якщо,0)p(KRe




                               (6.2) 

Безпосередньо за допомогою виразів (6.2) визначити, чи є задана раціо-

нальна функція  К(р)  дійсною додатною функцію комплексної частоти  р, 

дуже складно. На практиці перевіряють виконання таких шести умов, що без-

посередньо витікають з цих співвідношень: 

1. Всі коефіцієнти  iі bтаа   поліномів  М(р)  та  N(p)  у виразі (6.1) по-

винні бути дійсними невід’ємними числами. 

2. Найбільші та найменші степені поліномів  М(р)  та  N(p)  не повинні 

відрізнятися більше, ніж на одиницю, оскільки будь-який пасивний двополю-

сник при  0p  та при  p  поводить себе або як ємність  ,kp)p(Z 1
c

  

або як індуктивність  kp)p(ZL  , або як опір  
0

R kp)p(Z  . 
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3. Нулі  i0p  та полюси xip  вхідної операторної функції  К(р) можуть роз-

ташовуватися лише в лівій напівплощині комплексної площини, включаючи й 

уявну вісь ( 0)pRe(,0)pRe( xii0  ). Інакше в колі не виконуються умови 

згасання вільних складових перехідних процесів. 

4. Нулі та полюси функції  К(р), що розташовані на уявній осі, повинні 

бути лише простими (некратними). В іншому випадку розв’язок диференціа-

льного рівняння кола мав би наростаючу в часі складову. 

5. Похідні функції  К(р)  в нулях та лишки в полюсах повинні бути дійс-

ними та додатними. 

6. Дійсна частина функції  К(р)  повинна бути невід’ємною на уявній осі, 

(   0)pRe(при0)p(KRe  ), оскільки при гармонічній дії на пасивне лінійне 

коло дійсна частина його комплексного вхідного опору або комплексної вхід-

ної провідності не може бути від’ємною. 

Зазначені умови є необхідними та достатніми для того, щоб задана раці-

ональна операторна функція  К(р)  була дійсною додатною функцією компле-

ксної частоти  р. Тому вони можуть вважатися критеріями фізичної реалізов-

ності цієї функції як вхідної операторної характеристики лінійного пасивного 

кола. 

6.3. Умови фізичної реалізовності та особливості вхідних операторних 

характеристик реактивних кіл 

Електричні кола, що складені лише з реактивних елементів, являють со-

бою окремий випадок лінійних пасивних кіл і називаються реактивними ко-

лами або колами без втрат. 

Необхідною та достатньою умовою того, щоб задану раціональну функ-

цію  )p(N)p(M)p(K   можна було реалізувати як вхідну операторну харак-

теристику реактивного кола, є можливість її представлення як дійсної додат-

ної функції комплексної частоти  р. Крім цього у неї або поліном  N(p)  пови-

нен бути парним, а поліном  М(р) – непарним, або навпаки. Функція, що має 

такі властивості, називається реактивною або реактансною. 

Реактансна фінкція характеризується всіма властивостями дійсних дода-

тних функцій комплексної частоти  р, а також має ряд додаткових особливос-

тей, а саме: 

1. Нулі та полюси реактансної функції розташовані лише на уявній осі. 
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2. Нулі та полюси реактансної функції чергуються, причому як на почат-

ку координат ( 0р  ), так і в нескінченності (  jр ) обов’язково є або нуль, 

або полюс. 

3. Значення реактансної функції на уявній осі (  jp ) є чисто уявним і 

зростає, якщо збільшується частота  . 

Для прикладу розглянемо операторні вхідні характеристики послідовно-

го та паралельного LC-кіл. 

Операторний вхідний опір послідовного LC-кола дорівнює 

p

)p(L

pC

1
pL)p(Z

2
0

2 
 .                                    (6.3) 

Очевидно, що раціональна функція (6.3) має полюси на початку коорди-

нат )0p( 1x   та в нескінченності  )jp,jp( 3x2x  . Ця функція має та-

кож нулі, що розташовані на уявній осі: ,jp,jp 002001    де 

LC10  . Причому нулі та полюси фукнкції  Z(p) чергуються. 

Нулям операторного вхідного опору  Z(p)  послідовного LC-кола відпо-

відають полюси операторної вхідної провідності цього кола, а полюсам опе-

раторного вхідного опору – нулі операторної провідності кола Y(p) – 

.
)p(L

p

pC1pL

1
)p(Y

2
0

2 



                                  (6.4) 

На уявній осі значення операто-

рних функцій )p(Z  та )p(Y  послідо-

вного  LC - кола є чисто уявними – 

),(jB)(Lj)j(Y

),(jX)(jL)j(Z

2
0

2

2
0

2








(6.5) 

і зростають, якщо збільшується час-

тота   (рис. 6.1). 

Паралельне  LC-коло є дуальним 

по відношенню до послідовного LC-

кола. Як результат, операторний вхі-

дний опір першого кола – 

)p(C

p
)p(Z

2
p

2 
                (6.6) 

та його операторна вхідна провідність 

p)p(C)p(Y 2
p

2                                           (6.7) 

ω0 ω ω ω0 

X(ω

) 

B(ω

) 

Рис. 6.1. Залежність від частоти реактивного 

вхідного опору (а) та реактивної вхідної  

провідності (б) послідовного LC-кола 

а) б) 
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характеризуються такими ж властивостями, як і відповідні характеристики 

послідовного LC-кола. 

6.4. Методи синтезу реактивних двополюсників 

6.4.1. Метод виділення найпростіших складових (метод Фостера) 

Метод Фостера оснований на представленні заданої та фізично реалі-

зовної операторної функції  )р(К  у вигляді суми найпростіших функцій – 

),p(K...)p(K)p(K)p(K n21                          (6.8) 

кожну з яких можна розглядати як операторну вхідну характеристику деякого 

елементарного одно- або двоелементного двополюсника. 

Якщо функція  К(р) являє собою операторний вхідний опір, то шукане 

коло можна реалізувати у вигляді послідовного з’єднання елементарних дво-

полюсників, які відповідають кожній з найпростіших функцій  Кі(р). 

Якщо ж функція  К(р)  є операторною вхідною провідністю, то синтезо-

ване коло реалізується у вигляді паралельного з’єднання елементарних дво-

полюсників, що відповідають кожній з найпростіших функцій. 

Метод Фостера можна застосовувати для реалізації додатних дійсних 

функцій комплексної частоти  р, нулі та полюси яких розташовані тільки на 

уявній осі та на від’ємній дійсній напівосі. Цьому обмеженню задовольняють 

опраторні вхідні функції реактивних, безіндуктивних та без’ємнісних двопо-

люсників, а також операторні функції деяких  RLC-кіл. 

Розглянемо застосування методу Фостера для синтезу реактивних двопо-

люсників згідно з їх реактансними вхідними операторними опорами та прові-

дностями. 
 

Синтез двополюсника  по вхідному реактансному опору 
 

Нехай реактансну функцію  )p(N)p(M)p(Z   треба реалізувати як опе-

раторний вхідний опір лінійного пасивного кола. Розкладемо функцію  Z(p)  

на прості дроби 




 
N

1i

2
i

2
i0 ,)p(p2pp)p(Z                         (6.9) 

де  N – число пар комплексно-спряжених полюсів функції  Z(p);  

i0,,   – постійні дійсні додатні коефіцієнти. 

При цьому складова  p   є цілою частиною функції  Z(p), а величина 
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p

)p(Z
lim
p 

  .                                         (6.10) 

Коефіцієнт  0  визначається як лишок функції  Z(p)  в полюсі  0p  , 

тобто 
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Коефіцієнти  
i

  визначаються як лишки функції  Z(p)  в полюсах  

ii
jp  , тобто 
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)p(ZsRe

ijip
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                      (6.12) 

Очевидно, що перший член розкладання (6.8) можна розглядати як опе-

раторний вхідний опір індуктивності  

,L                                                 (6.13) 

 

другий член – як операторний вхідний опір ємності 

,1С 00                                                (6.14) 

а кожну зі складових, що має вигляд, аналогічний співвідношенню (6.6), – як 

операторний вхідний опір паралельного  LC-кола:  

),p(p2)p(Z 2
i

2
ii   

де  
i

  – резонансна частота цього кола. 

Кожне з паралельних  LC-кіл повинно бути складене з ємності та індук-

тивності, що мають величини 

2
i

i
i

i
i

2
L,

2

1
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 ,                                     (6.15) 

де  
i

i

ii

i
L

2

CL

1 
  – резонансна частота  паралельного  LC-кола. 

Таким чином, співвідношенню (6.9) відповідає двополюсник, який 

складається з послідовно з’єднаних індуктивності 


L , ємності 
0

C  та N пара-

лельних LC-кіл. Схема цього двополюсника зображена на рис. 6.2 і нази-

вається першою канонічною (типовою) схемою Фостера. 

Аналізуючи різні види 

реактансних операторних фу-

нкцій  Z(p), можна зробити 

Рис. 6.2. Перша канонічна схема Фостера 

L1 

C0 

C1 

L∞ 

CN 

LN 
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висновок, що перший член у виразі (6.6) не дорівнює нулю, якщо задана фун-

кція  Z(p)  має полюс в нескінченності. У таких функцій степінь полінома  

М(р), що в чисельнику, на одиницю більший, ніж степінь полінома N(p), що у 

знаменнику. Другий член у співвідношенні (6.6) не дорівнює нулю, якщо  

Z(p)  має полюс при .0p   У таких функцій множник  р  у знаменнику можна 

винести за дужки. 

 

Синтез двополюсника по вхідній реактансній провідності 

 

Аналогічно попередньому випадку синтезують двополюсник і у тому ви-

падку, коли задана реактансна функція являє собою операторну вхідну прові-

дність  ).p(N)p(M)p(Y    

Розкладання функції  Y(p)  має вигляд 




 
N

1i

2
i

2
i0 )p(p2pp)p(Y ,                         (6.16) 

де  N – число пар комплексно-спряжених полюсів функції  Y(p);  

i0
,, 


 – постійні дійсні додатні коефіцієнти.  

Причому за аналогією з виразами (6.10) – (6.12) маємо 

).p(YsRe),p(YsRe,p)p(Ylim
ijip

i
0p

0
p 

                 (6.17) 

Тобто розкладенню (6.16) буде відповідати двополюсник, що включає 

паралельне з’єднання ємності   

 С ,                                             (6.18) 

індуктивності 

00 1L                                              (6.19) 

 

та  N  послідовних  LC-кіл з параметрами 

,2C,21L 2
iiiii                                (6.20) 

де іiiii С2CL1   – резонан-

сна частота послідовного LC-кола. 

Схема двополюсника (рис. 6.3), що 

відповідає виразу (6.16), називається 

другою канонічною схемою Фостера. 

Очевидно, що синтезований двополюс-

ник має у своєму складі ємність 


C , 

якщо функція Y(p) має полюс у нескін-

L1 

CN C1 

C∞ L0 

LN 

Рис. 6.3. Друга канонічна схема Фостера 
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ченності, та індуктивність 
0

L , якщо функція Y(p) має полюс при .0p   

6.4.2. Синтез двополюсника методом Фостера 

Нехай треба здійснити синтез двополюсника, операторний вхідний опір 

якого дорівнює 

.
p9p

4p
)p(Z

3

2




                                              (6.21) 

Роз’язання поставленої задачі здійснимо в три етапи. 

На першому етапі за допомогою методики, яка викладена в розділі 6.3, 

визначимо,  чи є задана функція Z(p) фізично реалізовною як операторна вхі-

дна характеристика лінійного пасивного кола. 

1. Безпосередній аналіз функції (6.21) показує, що всі коефіцієнти полі-

номів у її чисельнику і знаменнику є дійсними та додатними числами. 

2. Найбільший та найменший степені поліновів М(р) та N(p) у виразі 

(6.21) не відрізняються більш, ніж на одиницю. 

3. Всі нулі  2jp,2jp 0201    та всі полюси  ,3jp,0p 2x1x   

3jp 3x   функції  Z(p) розташовані на уявній осі. 

4. Всі нулі та полюси функції  Z(p)  є простими, тобто некратними. 

5. Якщо визначити похідні функції  Z(p)  в нулях та її лишки в полюсах – 

,
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4p
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то можна впевнитись, що вони є дійсними додатними числами. 

6. Визначимо значення дійсної частини фінкції  Z(p)  на уявній осі 

  .0
)9(j

4
Re)p(ZRe

2

2

jp 
















  

Як видно, це значення не є від’ємним, що задовольняє останню з вимог 

до фізично реалізовних функцій. 

Таким чином, задана операторна функція  Z(p)  є фізично реалізовною як 

операторна вхідна характеристика лінійного пасивного кола. 
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На другому етапі синтезу кола покажемо, що функцію (6.21) можна реа-

лізувати як операторний вхідний опір реактивного двополюсника. Це вихо-

дить із того, що аналізована операторна функція є дійсною додатною функці-

єю комплексної частоти р, у якої поліном у чисельнику є парним, а поліном у 

знаменнику – непарним. 

На третьому етапі здійснимо безпосередньо синтез шуканого двополюс-

ника. Оскільки в знаменнику функції (6.21) множник  р можна винести за ду-

жки  і,  окрім  того,  вона  має  одну  пару  комп-лексно-спряжених полюсів, 

то синтезований двополюсник являє собою пос-

лідовне з’єднання ємності  
0

С  та одного парале-

льного LC-кола (рис. 6.4). Розкладемо задану 

операторну функцію на прості дроби і згідно зі 

співвідношенням (6.9) отримаємо 

                                        

)p(p2p)p(Z 2
1

2
10  ,                          

(6.22) 

де  10 та   – дійсні додатні коефіцієнти, що визначаються зі співвідношень 

(6.12) та (6.15). Отже маємо 

,94)p(ZsRe)p(ZsRe
0p1xpp

0 


 

.9,185)p(ZsRe)p(ZsRe)p(ZsRe 2
1

3jp1jp3,2xpp
1 


 

Після цього, користуючись виразами (6.14) і (6.15), знайдемо параметри 

елементів синтезованої схеми: 

.Гн062,02L;Ф8,121C;Ф25,21C 2
1111100   

Зрозуміло, що синтезована схема хоча і є фізично реалізовною, але має 

надзвичайно великі значення номіналів ємностей. 

6.4.3. Метод розкладання на ланцюговий дріб (метод Кауера) 

У відповідності з методом Кауера реактивний двополюсник, що має опе-

раторну вхідну характеристику  К(р), реалізується у вигляді драбинного кола, 

яке будується за першою або другою канонічною схемою. 

Перша канонічна схема Кауера (рис. 6.5, а) містить індуктивності в поз-

довжніх ланках та ємності в поперечних. 

Рис. 6.4. Схема синтезованого 

двополюсника 

L1 

C0 

C1 
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Друга канонічна схема Кауера (рис. 6.5, б) містить ємності в поздовжніх 

ланках, а індуктивності в поперечних. Перша та остання чарунки кано-нічних 

схем Кауера можуть бути 

неповними. Вони можуть 

не мати елементів, яким на 

схемах надані номери 1 та 

N. 

Перша канонічна схе-

ма Кауера містить індукти-

вність  L1 лише у тому ви-

падку, коли операторний 

вхідний опір кола має по-

люс в нескінченності. Дру-

га канонічна схема Кауера містить ємність С1, якщо операторний вхідний опір 

кола має полюс при р = 0. 

У загальному випадку операторний вхідний опір або операторну вхідну 

провідність можна представити у вигляді ланцюгових дробів. Для схем, стру-

ктура яких наведена на рис. 6.5, вхідний опір у вигляді ланцюгового дробу 

запишеться таким чином: 

.

)p(Y1)p(Z

1
...)p(Z

1
)p(Y

1
)p(Z)p(Z

N1N

3

2

1










        (6.22) 

З виразу (6.22) видно, що кількість елементів ланцюгового дробу дорів-

нює кількості ідеалізованих двополюсних елементів, які утворюють драбинне 

коло. При цьому елементами ланцюгового дробу є операторні опори двопо-

люсників, що утворюють поздовжні вітки драбинної схеми, та операторні 

провідності двополюсників, що утворюють поперечні вітки цієї схеми.  

Якщо ж драбинне коло не має у своєму складі першого поздовжнього 

елемента, то у вигляді ланцюгового дробу можна представити його вхідну 

провідність: 

,

)p(Z1)p(Y

1
...)p(Y

1
)p(Z

1
)p(Y)p(Y

N1N

3

2

1










         (6.23) 

де )p(Y...,,)p(Y,)p(Y 1N31   – операторні провідності поперечних віток схеми; 

)p(Z...,,)p(Z,)p(Z N42  – операторні опори поздовжніх віток схеми. 

Рис. 6.5. Перша (а) та друга (б) канонічні схеми Кауера 

L1 

CN 

LN-1 

C2 

L3 

C4 CN-

1 

а) 

L2 LN 

C1 
L4 

C3 CN-

1 
LN-2 

б) 



195 

 

Отже, якщо в першій канонічній схемі Кауера є індуктивність  L1, то 

операторний вхідний опір можна записати у вигляді ланцюгового дробу з 

елементами типу  ip , тобто    

.

pC

1
pL

1
...pL

1
pC

1
pL)p(Z

N

1N

3

2

1











                  (6.24) 

Якщо в першій канонічній схемі Кауера немає першого поздовжнього 

елемента, то у вигляді ланцюгового дробу з елементами типу  ip  можна 

представити операторну вхідну провідність кола – 

.
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                   (6.25) 

Для кола, що побудоване за другою канонічною схемою Кауера і має у 

своєму складі ємність  С1, вираз для операторного вхідного опору  записуєть-

ся у вигляді ланцюгового дробу з елементами виду  ip1  , а саме 

          .
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                   (6.26) 

Якщо ж така схема не має у своєму складі ємності  С1 , то у вигляді лан-

цюгового дробу з елементами виду  ip1   можна записати вхідну операторну 

провідність 
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.                (6.27) 

Таким чином, якщо задана вхідна операторна характеристика  К(р)  може 

бути записана у вигляді ланцюгового дробу – 
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)p(K1)p(K
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           (6.28) 

з елементами виду  ii p1абоp  , де  ii та   є постійними додатними кое-

фіцієнтами, то такій характеристиці можна поставити у відповідність реак-

тивний двополюсник, побудований за першою або другою канонічною схе-

мою Кауера. Отже, реалізація реактивного двополюсника за допомогою розг-

лянутого методу зводиться до розкладання заданої реактансної функції  К(р) в 

ланцюговий дріб з елементами виду  ii p1абоp  . 

Задану функцію  )p(N)p(M)p(K   розкладають в ланцюговий дріб виду 

(6.28) шляхом послідовного виділення елементів дробу  Кі(р)  в результаті ді-

лення полінома  М(р)  на поліном  N(p), потім полінома  N(p) на остачу від 

першого ділення  О1(р), потім остачі від першого ділення  О1(р)  на остачу від 

другого ділення  О2(р) і таким же чином далі до тих пір, поки остача від 

останнього ділення не буде дорівнювати нулю. Цей алгоритм можна записати 

в аналітичній формі – 
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   (6.29) 

Для реалізації першої канонічної схеми Кауера вибирають такі вхідні 

операторні характеристики, які мають полюси в нескінченності, причому 

члени поліномів  М(р)  та  N(p)  при діленні розташовують у порядку змен-

шення степенів комплексної змінної величини  р. 

Для реалізації другої канонічної схеми Кауера використовують ті вхідні 

операторні характеристики, які мають полюси при  р = 0, а поліноми  М(р)  та  

N(p)  при їх діленні один на одного розташовують у порядку зростання степе-

нів величини  р. В обох випадках при виконанні операції ділення треба слід-

кувати, щоб отримувані коефіцієнти  ii та   були додатними. Якщо ж в 

процесі виконання операції ділення будь-який з коефіцієнтів  i  виявиться 

меншим за нуль, то необхідно перейти від розташування поліномів, коли сте-

пені зменшуються, до розташування, коли степені поліномів збільшуються. І 

навпаки, якщо меншим за нуль виявиться будь-який з коефіцієнтів  i , то не-
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обхідно перейти від розташування поліномів, коли їх степені збільшуються, 

до розташування, при якому ці степені зменшуються. 

Як і метод Фостера, розглянутий метод можна застосовувати для синтезу  

RC- , RL- , LC-  та  RLC- кіл, нулі і полюси операторних вхідних характерис-

тик яких розташовані на уявній осі та від’ємній дійсній напівосі. Однак необ-

хідно врахувати, що область застосування методу Кауера дещо вужча, ніж 

методу Фостера. Це обумовлено тим, що цілий ряд операторних вхідних ха-

рактеристик, що реалізуються за допомогою методу Фостера, не можна пред-

ставити у вигляді операторного вхідного опору або операторної вхідної про-

відності деякого драбинного кола.  

6.4.4. Синтез реактивного двополюсника методом Кауера 

Для прикладу здійснимо синтез методом Кауера реактивних двополюс-

ників, що мають вхідний операторний опір 

pp

2p5p2
)p(Z

3

24




 .                                       (6.30) 

Задана функція  Z(p)  має полюс і в нескінченності, і при  р = 0, тому мо-

же бути реалізована за допомогою будь-якої з двох канонічних схем Кауера. 

Розташовуючи поліноми чисельника та знаменника функції  Z(p)  в по-

рядку зменшення степенів змінної величини  р, виділимо елементи ланцюго-

вого дробу  ip  шляхом реалізації алгоритму (6.29) – 
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Після цього у відповідності зі співвідношенням (6.22) запишемо вираз 

для операторного вхідного опору синтезованого кола у вигляді ланцюгового 

дробу – 
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     (6.31) 

Якщо порівняти вирази (6.31) та (6.24), то можна встановити, що синте-

зована схема відповідає першій канонічній 

схемі Кауера і має у своєму складі дві індук-

тивності та дві ємності (рис. 6.6). Параметри 

елементів цієї схеми можна розрахувати, ско-

риставшись такими виразами: 

                                

.6ppC)p(Y;p9pL)p(Z

;3ppC)p(Y;p2pL)p(Z

4433
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(6.32) 

З виразів (6.32) виходить, що  L1 = 2 Гн, С2  0,33 Ф, L3 = 9 Гн, С4  0,17 Ф.  

Якщо ж розташувати поліноми чисельника та знаменника операторної 

функції  Z(p)  в порядку зростання степенів комплексної змінної величини  р, 

то можна в результаті їх ділення один на одного виділити члени виду  ip1   

драбинного дробу і отримати реалізацію реактивного двополюсника на основі 

другої канонічної схеми Кауера – 
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Скористаємося співвідношенням (6.26) і запишемо вхідну операторну 

характеристику  Z(p)  у вигляді ланцюгового дробу з елементами виду  ip1  –  

Рис. 6.6. Схема, що синтезована  

на основі першої канонічної 

схеми Кауера 

L1 
C2 

L3 
C4 
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      (6.33) 

Очевидно, що схема, яка синтезується, так само, як і попередня, має у 

своєму складі дві ємності та дві індуктивності (рис. 6.7). При цьому парамет-

ри елементів цієї схеми можна знайти з таких 

виразів: 
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  (6.34) 

Отже параметри елементів реалізованої схе-

ми набувають таких значень: C1 = 0,5 Ф; L2 = 

3 Гн;  С3  0,11 Ф;  L4 = 6 Гн. 

Таким чином, дійсно розв’язання задачі синтезу лінійного кола на основі 

його вхідної операторної характеристики не є однозначним, оскільки обидві 

одержані за допомогою методу Кауера схеми з однаковими характеристика-

ми, реалізовані у вигляді двох різних схемних рішень, які мають елементи з 

різними параметрами. Одночасно ці схеми мають однакову кількість одно-

типних елементів. Ця кількість є мінімальним набором елементів, за допомо-

гою якого можна реалізувати задану вхідну операторну функцію в заданому 

елементному базисі. 

6.5. Основи синтезу лінійних чотириполюсників 

Задача синтезу чотириполюсників також розв’язується в два етапи: на 

першому етапі перевіряють умови фізичної реалізовності заданих характерис- 

тик; на другому визначають конфігурацію схеми шуканого кола та параметри 

її елементів.  

Найчастіше синтез чотириполюсників здійснюють за його передатними 

операторними характеристиками, які так само, як і вхідні, можна представити 

у вигляді раціональних функцій комплексної частоти  р (6.1). Ці характерис-

тики є вільними від деяких обмежень, що властиві операторним опорам та 

провідностям двополюсників, тобто мають дещо спрощені критерії фізичної 

реалізовності. 

Так, передатні операторні опори та провідності можуть мати від’ємні 

дійсні частини, нулі передатних характеристик чотириполюсників можуть 

Рис. 6.7. Схема, що синтезована на 

основі другої канонічної схеми  

Кауера 

L2 

C1 
L4 

C3 
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знаходитися як в лівій, так і в правій напівплощині комплексної площини, а 

степені поліномів  М(р)  і  N(p)  у чисельнику та знаменнику передатної фун-

кції )p(N)p(M)p(K    можуть відрізнятися більш ніж на одиницю.    

Можливі різні варіанти постановки задачі синтезу чотириполюсника, на-

приклад, синтез по передатній операторній характеристиці в режимі холосто-

го ходу на виході та синтез по передатній операторній характеристиці при уз-

годженому  чисто активному або довільному навантаженні.  

Розглянемо один з найбільш простих методів синтезу чотириполюсника 

по заданому операторному коефіцієнту передачі відносно напруги в режимі 

холостого ходу  )p(KU .  

Для реалізації такого підходу скористаємося  Т-  або  П-подібними схе-

мами заміщення чотириполюсника (рис. 4.9, б та рис. 4.10, б). При цьому не-

обхідно так підібрати вирази для їх Y-  або  Z-параметрів, щоб цей вибір за-

безпечував реалізацію заданої передатної операторної характеристики 

     ,)p(Z)p(Z)p(Y)p(Y)p(N)p(M)p(K 11212221U          (6.35) 

яка була б фізично реалізовною.  

Задану  операторну  характеристику  можна  реалізувати  і  за допомогою   

Г-подібного чотириполюсника (рис. 6.8), який є напівланкою симетричного 

Т-подібного чотириполюсника. Передатна операторна характеристика відно-

сно напруги такого чотириполюсника в режимі холостого ходу запишеться 

таким чином: 

)p(Z)p(Z1

1

)p(Z)p(Z

)p(Z
)p(K

baba

b
U





 .  (6.36) 

Для визначення операторних вхідних опо-

рів двополюсників, що утворюють поздовжну 

та поперечну вітки  Г-подібного чотириполюс-

ника, приведемо вираз для заданої операторної 

характеристики (6.35) до вигляду, який відпові-

дає (6.36). Це досягається шляхом ділення поліномів М(р) і N(p) на деякий 

третій поліном Q(p) – 

 
,

)p(Q)p(M)p(N)p(Q)p(M

)p(Q)p(M

)p(Q)p(N

)p(Q)p(M

)p(N

)p(M
)p(KU


  

вибраний таким чином, щоб операторні функції  

)p(Q))p(M)p(N()p(Z,)p(Q)p(M)p(Z ba   

були фізично реалізовними. 

Рис. 6.8. Г-подібна напівланка  

Т-подібного чотириполюсника 

Zа(p) 

Zb(p) U1(p) U2(p

) 
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Слід пам’ятати, що нулі операторного коефіцієнта передачі відносно на-

пруги Г-подібного чотириполюсника збігаються з нулями опору  )p(Zb  та по-

люсами опору  )p(Za  і, як наслідок, знаходяться в лівій напівплощині. Отже, 

Г-подібну схему можна використовувати лише для реалізації операторних пе-

редатних характеристик мінімально-фазових чотириполюсників, особливості 

яких були розглянуті в розділі 2.6.2. 

Використаємо Г-подібну схему чотириполюсника (рис. 6.8) для синтезу 

кола, передатна операторна характеристика відносно напруги якого в режимі 

холостого ходу має вигляд 

1p37p180

p10

)p(N

)p(M
)p(K

24

2

U


 . 

Поділимо чисельник та знаменник цього виразу на поліном 

p2p30)p(Q 3  , вибраний таким чином, щоб операторні вхідні опори поз-

довжньої )p(Za  та поперечної )p(Zb  ланок Г-подібного чотириполюсника 

були б додатними дійсними функціями комплексної частоти  р: 

.
p2

1p12

)p(Q

)p(M)p(N
)p(Z

;
1p15

p5

)p(Q

)p(M
)p(Z

2

b

2a










                              (6.37) 

Оскільки поліном у чисельнику першого з виразів (6.37) є непарним, а 

другого – парним, в той час як поліноми у знаменнику кожного з цих виразів 

відповідно парний та непарний, то операторні характеристики  )p(Za  і  )p(Zb  

можна реалізувати як вхідні операторні опори реактивних двополюсників. 

Причому, як видно з виразів (6.3) і (6.6), опір  )p(Za  можна реалізувати у ви-

гляді паралельного з’єднання ємності та індуктивності, а опір  )p(Zb  – у ви-

гляді послідовного  з’єднання  таких  

елементів (рис. 6.9).  

Щоб визначити параметри еле-

ментів синтезованої схеми, достатньо 

записати операторні вхідні характе-

ристики двополюсників у поперечній 

та поздовжній її вітках у вигляді дра-

бинних дробів – 

.p21p6)p(Z,
p51p3

1
)p(Z ba 


  

Рис. 6.9. Схема синтезованого  

пасивного чотириполюсника 

U2(p

) 
C2 

L2 
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З отриманих виразів видно, що операторний опір  )p(Za  може бути реа-

лізований у вигляді паралельного з’єднання ємності  С1 = 3 Ф та індуктивнос-

ті L1 = 5 Гн,  а  опір  )p(Zb  – у  вигляді  послідовного  з’єднання індуктивності   

L2 = 6 Гн та ємності С2 = 2 Ф. 

 

 



203 

 

Р о з д і л  7  

ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

7.1. Рівняння довгої лінії та їх аналіз 

7.1.1. Поняття про кола з розподіленими параметрами 

Розглянуті в попередніх розділах електричні кола відносяться до кіл із 

зосередженими параметрами. Вони мають у своєму складі опори – елементи, 

в яких розсіюється енергія джерел, а також індуктивності і ємності, що запа-

сають енергію в магнітному та електричному полях відповідно. При цьому 

вважають, що в усіх елементах послідовної ділянки кола із зосередженими 

параметрами для будь-якого фіксованого моменту часу струм має однакову 

величину. 

Однак відомо, що електромагнітне збурення в довільній електричній си-

стемі розповсюджується зі скінченною швидкістю і тому в реальному послі-

довному колі миттєвий струм принципово не може бути однаковим в усіх 

елементах. Тобто дія джерела енергії на коло проявляється в заданій точці не 

миттєво, а з деяким запізненням, яке визначається відстанню між джерелом та 

цією точкою. Окрім того, накопичення та розсіювання електромагнітної енер-

гії відбувається на всіх без виключення ділянках реального кола, включаючи і 

з’єднувальні дроти. 

Прийняті для кіл із зосередженими параметрами допущення про концен-

трацію процесів розсіювання та накопичення енергії в опорах, індуктивностях 

і ємностях будуть виконуватись лише в тому випадку, коли максимальні гео-

метричні розміри кола будуть набагато меншими порівняно з довжиною хвилі 

електромагнітного збурення ( 01,0max  ). В цьому випадку  запізненням 

електромагнітних коливань при їх розповсюдженні в колі можна знехтувати. 

Якщо ж геометричні розміри електричного кола сумірні або більші за 

довжину хвилі електромагнітних коливань, що розповсюджуються в цьому 

колі, то його не можна віднести до кіл із зосередженими параметрами. Такі 

кола називаються колами з розподіленими параметрами і вивчаються за до-

помогою положень теорії поля. У деяких випадках для аналізу кіл з розподі-

леними параметрами можна скористатися і методами аналізу електричних 

кіл. 

Слід зазначити, що порівняння довжини хвилі з геометричними розміра-

ми є основним, але не єдиним критерієм для віднесення кола до того чи іншо-
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го класу. Іншим критерієм є величини напруг, що діють у колі. Якщо напруги 

дуже великі, то не можна нехтувати струмами зміщення та витікання між 

дротами кола. Таке коло слід віднести до класу систем з розподіленими пара-

метрами незалежно від співвідношення його розмірів та довжини хвилі елек-

тромагнітних коливань. 

До електричних систем з розподіленими параметрами, що застосовують-

ся в радіотехніці та електрозв’язку, відносяться лінії зв’язку, лінії електропе-

редачі, фідери, смужкові лінії, антени, хвилеводи, об’ємні резонатори та ін. В 

подальшому будемо розглядати лише ті з них, які можна об’єднати під зага-

льною назвою “довгі лінії”. 

Нехай маємо коло змінного струму, 

що утворене двома паралельними прово-

дами великої довжини і навантажене на 

відомий опір нZ  (рис. 7.1). Якщо довжина 

проводів цього кола сумірна або більша, 

ніж довжина електромагнітної хвилі, що в 

них розпов-сюджується, то таке коло на-

зивається дов-гою лінією. Будь-який ма-

лий елемент dx такої лінії, оточений елек-

тричним та магнітним полем, буде харак-

теризуватися деякими малими ємністю, 

індук-тивністю та активним опором одночасно. Це означає, що електричні 

параметри довгої лінії – ємність, індуктивність та опір – безперервно розподі-

лені вздовж її довжини. Така лінія є класичним прикладом кола з розподіле-

ними параметрами. 

Будь-яку ділянку dx довгої лінії можна представити у вигляді еквівален-

тної схеми, яка складається з елементів із зосередженими параметрами з не-

скінченно малими значеннями пара-

метрів dGта,dR,dC,dL  

(рис. 7.2). У цій схемі, для аналізу 

якої можна застосувати закони Кірх-

гофа та інші методи аналізу кіл із зо-

середженими параметрами, величина 

dL характеризує результу-ючу індук-

тивність верхнього та нижнього про-

водів малої ділянки лінії, dC – вели-

чину ємності між проводами на діля-

Zн 

Рис. 7.1. Довга лінія 

Zi 

Е 

x 
0 

х1 d

x 

Рис. 7.2. Еквівалентна схема нескінченно 

малої ділянки довгої лінії 

u1 

dL 
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нці dx, а dR – активний опір втрат в проводах цієї ділянки. Провідність dG 

обумовлена недосконалістю ізоляції між проводами і характеризує процес ви-

тікання в колі на ділянці dx. 

Повна еквівалентна схема довгої лінії повинна містити в собі нескінчен-

ну кількість аналогічних ланок, з’єднаних каскадно. На практиці замість не-

скінченно малих величин  dGтаdR,dC,dL  зручно використовувати так звані 

погонні параметри довгої лінії, які розраховуються на одиницю її довжини: 

dx

dL
L1    – погонна індуктивність; 

dx

dC
C1    – погонна ємність; 

dx

dR
R1   – погонний опір втрат; 

dx

dG
G1   погонна провідність витікання. 

Якщо погонні параметри, які ще називають первинними параметрами 

довгої лінії, вздовж лінії не змінюються, то таку лінію називають однорідною. 

В протилежному випадку довга лінія є неоднорідною. 

Існує велика кількість типів довгих ліній, які мають суттєві конструктив-

ні відмінності і застосовуються в різних діапазонах частот. Коротко розгля-

немо найчастіше використовувані з них. 

Найбільш простою, однак 

широко розповсюдженою кон-

струкцією є відкрита двопро-

відна лінія, що утворена двома 

паралельними циліндричними 

провідниками (рис. 7.3, а), які 

розділені повітряним діелект-

риком. Ці лінії виготовляються 

з міді, біметалів або сталі і ви-

користовуються в електрозв’язку на частотах до 150 кГц, а в радіотехніці на 

значно вищих частотах. 

Разом з двопровідною лінією в електрозв’язку на частотах від  0,3 кГц до 

1,5 МГц широко застосовується симетричний кабель, конструкція якого може 

бути достатньо складною. Основним елементом цієї конструкції є два ізольо-

ваних скручених один з одним проводи (прямий та зворотний), які утворюють 

так звану симетричну пару (рис. 7.3, б). Пари скручуються між собою в групи, 

а) б) в) 

Рис. 7.3. Відкрита двопровідна (а), симетрична (б) 

та коаксіальна (в) довгі лінії 
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а групи – в спільний кабель, який поміщається в металічну або пластмасову 

оболонку. 

Широке розповсюдження мають також коаксіальні довгі лінії, які скла-

даються з двох концентричних циліндричних провідників, простір між якими 

заповнюється повітрям або будь-яким іншим діелектриком (рис. 7.3, в). В за-

лежності від конструкції коаксіальний кабель застосовується в електрозв’язку 

на частотах до 25 МГц, а в радіозв’язку – до тисяч мегагерц. 

В області надвисоких частот застосовуються так звані смужкові лінії та 

хвилеводи. Смужкові довгі лінії бувають несиметричними (рис. 7.4, а) та си-

мет-ричними (рис. 7.4, б). Несиметрична смужкова лінія утворюється двома 

плос-кими провідниками, між якими розташовується діелектрик дуже малої 

товщи-ни. Симетрична смужкова лінія складається з трьох плоских провідни-

ків, причому між центральним та зовнішніми провідниками також розміщу-

ється діелектрик. Хвилеводи – це порожнисті металеві труби з круглим або 

прямокутним перерізом (рис. 7.4, в), в яких розповсюджуються електромагні-

тні хвилі. 

Кола з розподіленими параметрами у вигляді довгих ліній широко вико-

ристовуються для передачі електромагнітної енергії в заданому напрямку. 

Окрім того на ультракоротких хвилях відрізки довгих ліній виконують функ-

ції пасивних реактивних елементів, високодобротних резонаторів та елемен-

тів електрич-них фільтрів. 

7.1.2. Диференціальні рівняння довгої лінії 

У загальному випадку напруга та струм у довгій лінії виявляються функ-

ціями не тільки часу, як у колах із зосередженими параметрами, але й просто-

рової координати, що визначає положення точки спостереження. 

Для визначення напруги та струму в деякій точці довгої лінії розглянемо 

довільний нескінченно малий елемент dx, віддалений від її початку на відс-

а) б) в) 

Рис. 7.4. Несиметрична (а), симетрична (б) смужкові лінії та хвилеводи (в) 
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тань х1 (рис. 7.1). Нехай на вході даного елемента, тобто в точці з координа-

тою  х1, струм та напруга відповідно дорівнюють 

.)t,x(fu,)t,x(i 11                                           (7.1) 

Тоді струм та напруга на виході елемента  dx  мають значення 

.)t,dxx(fu,)t,dxx(i 1111    

Якщо вважати струм та напругу в лінії безперервними функціями координати  

х, то значення струму i1  та напруги  u1  можна представити у вигляді 

.dx
x

u
udx

x

)t,x(f
)t,x(fu

,dx
x

i
idx

x

)t,x(
)t,x(i

1

1





















                            (7.2) 

З виразів (7.2) виходить, що 

.dx
x

u
uu

,dx
x

i
ii

1

1











                                             (7.3) 

Струм та напругу в колі можна вважати такими, що безперервно змінюються 

вздовж лінії, якщо погонні параметри останньої ніде не змінюються стрибко-

подібно. 

Як видно з еквівалентної схеми елемента  dx  довгої лінії (рис. 7.2), різ-

ниця між струмами і1(t) та i(t) обумовлена відгалуженням частини струму в 

ємність dxCdC 1  та активну провідність  dxGdG 1 . Тому можна записати 

dx
t

u
CdxuGii 1
1111



 .                                  (7.4) 

Аналогічна різниця між величинами  u1  та  u  обумовлена спадом напруги на 

активному опорі  dxRdR 1  та на індуктивності  .dxLdL 1  Як наслідок має-

мо 

dx
t

i
LdxiRuu 111




 .                                   (7.5) 

У правій частині рівняння (7.4) величину  1u  з точністю до нескінченно 

малих величин другого порядку можна замінити величиною  u. Це означає, 

що на еквівалентній схемі елемента лінії  dx  точку підключення паралельної 

вітки можна вибирати довільно. Таким чином, на основі (7.4) одержимо 

.dx
t

u
CudxGii 111




                                  (7.6) 
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Якщо підставити отриману різницю напруг (7.5) та струмів (7.6) в спів-

відношення (7.3), то матимемо 

.
t

i
LiR

x

u

,
t

u
CuG

x

i

11

11





















                                     (7.7) 

Диференціальні рівняння з частинними похідними (7.7) дають можли-

вість визначити миттєві струм та напругу в будь-якій точці довгої лінії і нази-

ваються телеграфними рівняннями. Ці рівняння є справедливими в разі будь-

якого характеру змінювання в часі струмів та напруг, що діють у колі. 

Розв’язання цієї системи рівнянь в разі конкретних початкових та граничних 

умов дає можливість знайти струм та напругу як функції відстані від початку 

або кінця лінії та часу.  

7.1.3. Усталений режим роботи однорідної довгої лінії 

 

Розв’язання телеграфних рівнянь довгої лінії в усталеному режимі 

 

Розглянемо усталений режим роботи в довгій лінії, якщо напруга джере-

ла живлення кола має гармонічний характер. В цьому випадку систему рів-

нянь (7.7) можна переписати в комплексній формі: 

,IZI)LjR(
dx

Ud

;UYU)CjG(
dx

Id

111

111









                                (7.8) 

де  11 Z,Y  – комплексні провідність та опір довгої лінії одиничної довжини. 

Очевидно, що у виразах (7.8) величини Y1  та Z1  не є взаємно обернени-

ми. Окрім того, в цій системі рівнянь частинні похідні відносно змінної вели-

чини  х  замінені на звичайні, оскільки комплексні діючі напруга  U   та струм  

I   не є функціями часу, а залежать лише від просторової координати. 

Виключимо із системи (7.8) струм I  і одержимо рівняння відносно на-

пруги U: 

.U)CjG)(LjR(
dx

Ud
11112

2

                           (7.9) 

Аналогічно отримаємо рівняння відносно струму  I – 
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.I)CjG)(LjR(
dx

Id
11112

2

                           (7.10) 

Позначимо добуток перед напругою та струмом в правих частинах рів-

нянь (7.9) і (7.10) через 

)CjG)(LjR( 1111

2
                             (7.11) 

та назвемо величину  , що характеризує процес передачі енергії в довгій лі-

нії, комплексним коефіцієнтом поширення або просто коефіцієнтом поши-

рення.  

Таким чином, рівняння (7.9) та (7.10) можна переписати у вигляді 

,I
dx

Id
;U

dx

Ud 2

2

2
2

2

2

   

або інакше 

.0I
dx

Id
;0U

dx

Ud 2

2

2
2

2

2

                            (7.12) 

Отже, в стаціонарному режимі електромагнітні процеси в довгій лінії 

описуються двома лінійними однорідними диференціальними рівняннями 

другого порядку. 

З рівнянь (7.12) видно, що характеристичне рівняння даного кола має ви-

гляд 

,0p
22   

а це означає, що у відповідності з класичним методом розв’язування  дифе-

ренціальних рівнянь загальний розв’язок першого з двох рівнянь (7.12) має 

вигляд 
x

2

x

1
xp

2
xp

1 eAeAeAeAU 21


 ,                     (7.13) 

де  21 AтаA  – комплексні постійні інтегрування розв’язку диференціально-

го рівняння;  21 p,p  – корені характеристичного рівняння кола. 

Аналогічно можна отримати і розв’язок другого рівняння (7.12). Однак 

краще не вводити додаткових постійних інтегрування, тому для визначення 

струму в лінії можна скористатися другим рівнянням системи (7.8). Тоді 

отримаємо 

  ,eAeA
LjR

1

dx

Ud

LjR

1
I

x

2

x

1

1111























 

а з урахуванням (7.11) 
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   ,eAeA
Z

1
eAeA

LjR

CjG
I

x

2

x

1

хв

x

2

x

1

11

11 












         (7.14) 

де  11хв YZZ   – хвильовий опір довгої лінії, який характеризує її опір еле-

ктромагнітній хвилі, тобто за фізичним смислом  принципово відрізняється 

від раніше введеного поняття комплексного опору для кіл із зосередженими 

параметрами. 

 

Аналіз розв’язку телеграфних рівнянь довгої лінії 

 

Врахуємо, що комплексний коефіцієнт поширення довгої лінії  дорівнює 

 j . Тоді для діючого значення напруги в лінії отримаємо 

.eeAeeAU xjx
2

xjx
1

                                 (7.15) 

Миттєве значення напруги  )t(u  в довільній точці довгої лінії з коорди-

натою  х  можна записати як уявну або дійсну частини миттєвого комплексу 

напруги в лінії. Причому останній має вигляд 

.eU2eU)t,x(u tjtj
m

   

Тобто у випадку синусоїдної напруги 

 ,eeeA2eeeA2Im)t,x(u tjxjx
2

tjxjx
1

   

або з урахуванням того, що  21 j
22

j
11 eAAа,eAA


 , одержимо 

.)xtsin(eA2)xtsin(eA2)t,x(u 2
x

21
x

1  
  (7.16) 

Таким  чином, при гармонічному характері змінювання  зовнішнього  

збудження миттєве значення напруги в будь-якій точці довгої лінії можна 

представити у вигляді суми двох гармонічних складових. Розглянемо спочат-

ку першу з них. 

Якщо зафіксувати просторову координату х і вважати цю гармонічну 

складову функцією часу, то вона являтиме собою синусоїду з незмінною ам-

плітудою. Якщо ж, навпаки, зафіксувати момент часу t і аналізувати поведін-

ку миттєвої напруги вздовж лінії, то одержимо згасаючу гармонічну функцію, 

амплітуда якої 
x

11m eA2U   зменшується при зростанні координати х, тоб-

то в разі зміщення точки спостереження від початку лінії до її кінця (рис. 7.5). 
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Як видно з виразу (7.16), величина , що дорівнює дійсній частині ком-

плексного коефіцієнта поширення  , характеризує величину змінювання ам-

плі-туди гармонічної хвилі напруги або струму на одиницю довжини лінії. В 

той же час величина  , що дорівнює уявній частині коефіцієнта   і характе-

ризує змінювання фази гармонічної хвилі на одиницю довжини лінії, назива-

ється коефіцієнтом фази. Слід зазначити, що зменшення амплітуди напруги 

вздовж лінії обумовлюється втратами енергії в лінії, а змінювання фази – скі-

нченою швидкістю розповсюдження електромагнітних коливань. Отже, дійс-

но, вве-дений виразом (7.11) комплексний коефіцієнт поширення  , складо-

вими части-нами якого є коефіцієнти згасання    та фази , характеризує 

процес розповсюдження в довгій лінії хвиль напруги і струму. 

З рис. 7.5, а видно, що довжина хвилі напруги в лінії дорівнює мінімаль-

ній відстані між двома точками лінії, де фази будь-якої з двох складових на-

пруги (7.16) відрізняються на 2. У відповідності з цим для даної складової 

напруги маємо 

     2)x(txt 11 , 

звідки можна отримати рівняння зв’язку між коефіцієнтом фази лінії та дов-

жиною хвилі: 

.
2

;
2









                                           (7.17) 

На рис. 7.5, а також зображені дві хвилі напруги, що відповідають різним 

моментам часу  t1  та  t2 . Очевидно, що з плином часу, та хвиля, що відповідає 

першій складовій напруги в лінії, зміщується в напрямку від початку лінії до 

її кінця. Тому ця хвиля називається прямою або падаючою.  

Рис. 7.5. Пряма (а) та зворотна (б) хвилі напруги в довгій лінії 

t = t2 

2 A1e
-αx 

uпр(x

) 

x 

а) 

0 

ω(t2-

t1) 

     β 

λ 

vф 

t = t1 

2 A1e
αx 

uзв(x) 

x 

б) 

0 
vф 

t1 

 



212 

 

Швидкість переміщення прямої хвилі вздовж лінії називається фазовою 

швидкістю хвилі в лінії і визначається як швидкість переміщення точки, фаза 

коливань в якій залишається незмінною. Для прямої хвилі ця умова має ви-

гляд  

,constxt 1   

звідки одержимо 

.0
dt

dx
,0)xt(

dt

d
1                              (7.18) 

Тобто з (7.18) для фазової швидкості прямої хвилі напруги маємо 






dt

dx
vф .                                           (7.19) 

Якщо скористатись виразом (7.19), то на основі першого з виразів (7.17) для 

довжини хвилі отримаємо  

.Тv
f

v
v

2
ф

ф

ф 



                                 (7.20) 

З виразу (7.20) виходить, що за інтервал часу, який дорівнює одному періоду 

коливань, хвилі напруги та струму переміщуються вздовж лінії на відстань, 

що дорівнює довжині хвилі. 

Аналогічні дослідження другої складової миттєвої напруги у виразі 

(7.17) показують, що для довільного моменту часу вона являє собою синусої-

дну хвилю, амплітуда якої  
x

22m eA2U    зростає у разі збільшення значен-

ня координати  х, тобто при переміщенні точки спостереження від початку 

лінії до її кінця (рис. 7.5, б). Ця хвиля називається зворотною або відбитою 

хвилею, а її фазова швидкість дорівнює  фv . Це означає, що зворотна 

хвиля напруги розповсюджується назустріч прямій, оскільки їх фазові швид-

кості однакові за величиною, але мають протилежні знаки. Отже, миттєву на-

пругу в довгій лінії можна розглядати як суму двох хвиль, які рухаються в 

протилежних напрямках і згасають у напрямку свого руху. 

На основі викладеного вираз (7.13) можна записати у вигляді 

звпр UUU  ,                                             (7.21) 

де  
x

2зв

x

1пр eAU,eАU


  – пряма та зворотна хвилі напруги відповідно.                

Результати, отримані при аналізі напруги, що діє в довгій лінії, можна 

розповсюдити і на струм. Однак в останньому випадку слід звернути увагу на 

ту обставину, що струм в лінії можна представити у вигляді різниці прямої та 

зворотної хвиль. Отже, вираз (7.14) набуде вигляду 
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.II
Z

U

Z

U
I звпр

хв

зв

хв

пр
                                      (7.22) 

З виразу (7.22) видно, що хвильовий опір довгої лінії можна трактувати як 

опір цієї лінії прямій або зворотній хвилі напруги, а саме 

.
I

U

I

U
Z

зв

зв

пр

пр
хв                                            (7.23) 

І нарешті слід зазначити, що реально в довгій лінії існують лише резуль-

туючі напруга та струм, а їх розкладання на пряму та зворотну хвилі є тільки 

зручним прийомом, який дозволяє краще зрозуміти фізичні процеси, що від-

буваються в лінії. 

7.1.4. Рівняння однорідної довгої лінії з гіперболічними функціями 

Повторно звернемося до розв’язків (7.13) та (7.14) диференціальних рів-

нянь однорідної довгої лінії, що працює в усталеному режимі, і знайдемо пос-

тійні інтегрування  21 АтаA  цих розв’язків. 

Оскільки в усталеному режимі напруги та струми в довгій лінії є функці-

ями просторової координати  х, то для розв’язання поставленої задачі необ-

хідно знати граничні умови, які в даному випадку є аналогом початкових 

умов, використовуваних при аналізі перехідних процесів. 

У найбільш простому випадку аналізу однорідної довгої лінії гранични-

ми умовами є значення напруги та струму на початку  лінії, коли  х = 0 – 

,)0(II,)0(UU 11                                         (7.24) 

або в кінці лінії, коли  х – 

).(II,)(UU 22                                          (7.25) 

Нехай відомими є напруга  1U  та струм  1I   на початку лінії. З виразів 

(7.13) та (7.14) при  х = 0  одержимо 

 

.ААZI,AAU 21хв1211                              (7.26) 

 

З виразів (7.26) для шуканих постійних інтегрування матимемо 

.)ZIU(
2

1
A

,)ZIU(
2

1
A

хв112

хв111





                                    (7.27) 

Якщо отримані співвідношення підставити у вирази (7.13) та (7.14), то для 

напруги  U  та струму  I   в будь-якій точці лінії отримаємо 
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                 (7.28) 

Згрупуємо подібні члени в правих частинах рівнянь (7.28) і введемо гіпербо-

лічні функції  xshтаxch  . Тоді матимемо 
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         (7.29) 

Співвідношення (7.29) дозволяють знайти напругу та струм на будь-якій відс-

тані  х  від початку лінії, якщо відомими є значення  напруги 11 IструмутаU   

на початку лінії. 

Нехай тепер відомими є напруга  2U  та струм  2I  в кінці лінії, тобто за-

даним є режим роботи навантаження  .IUZ 22н    

У цьому випадку доцільно відраховувати відстань від кінця лінії до її по-

точної точки. Якщо позначити цю відстань через  х , то одержимо, що  

хх   ,  де   х – відстань  від  початку  лінії  до точки спостереження, а    – 

довжина всієї лінії. При таких позначеннях з рівнянь (7.13) та (7.14) отримає-

мо 
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                          (7.30) 

Позначимо у виразах (7.30)  
 

 eAAтаeAA 2413  і для спрощення ві-

дстань від кінця лінії до точки спостереження будемо позначати через  х, як і 

у випадку відрахування координати від початку лінії. В результаті вирази 

(7.30) набудуть вигляду 
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                                    (7.31) 

де  зв

x

4пр

x

3 UeA,UeA 


 – пряма та зворотна хвилі напруги відповідно. 

Зі співвідношень (7.31) в кінці лінії, коли  х = 0, матимемо 

,AAZI,AAU 43хв2432   

звідки постійні інтегрування 
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.)ZIU(
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1
A хв224хв223                 (7.32) 

Якщо вирази (7.32) підставити в рівняння (7.31), згрупувати подібні чле-

ни та ввести гіперболічні функції, то одержимо 
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                             (7.33) 

За допомогою рівнянь (7.33) можна розрахувати напругу та струм в будь-якій 

точці довгої лінії, якщо відомі їх значення в кінці цієї лінії. 

Звертає на себе увагу схожість одержаних рівнянь з рівняннями симет-

ричного чотириполюсника (4.89). Співставлення останніх з рівняннями (7.33) 

довгої лінії дозволяє зробити висновок, що однорідна лінія являє собою симе-

тричний чотириполюсник з коефіцієнтом поширення  Г  та характеристи-

чним опором  хвx ZZ  . 

7.2. Довга лінія в режимі біжучих хвиль 

З викладеного вище виходить, що в разі довільного вибору опору наван-

таження довгої лінії в останній, окрім прямих хвиль напруги та струму, вини-

кають і відповідні зворотні хвилі. Кількісно це явище можна оцінити за допо-

могою параметрів, які називаються комплексними коефіцієнтами відбиття. Ці 

коефіцієнти визначаються як відношення комплексних напруг або струмів 

зворотної та прямої хвиль в довільній точці довгої лінії: 

,epe)II(IIp

;epe)UU(UUp

ip
j
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прзвпрзвi

up
j

u

)прuзвu(j
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            (7.34) 

де  звuпрu ,   – початкові фази прямої та зворотної хвиль напруги;  

звiпрi ,   – початкові фази прямої та зворотної хвиль струму; 

)II(p,)UU(p прзвiпрзвu   – модулі комплексних коефіцієнтів відбиття 

напруги і струму; прiзвiipпрuзвuup
,   – аргументи комплек-

сних коефіцієнтів відбиття напруги і струму. 

Отже, з виразів (7.34) видно, що модуль  р  комплексного коефіцієнта ві-

дбиття    характеризує відношення діючих або амплітудних значень напруг та 

струмів зворотної і прямої хвиль, а аргумент  p  – фазовий зсув між ними. 

Якщо скористатись виразами (7.31) та (7.32), то при відрахуванні коор-

динати  х  від кінця лінії на основі (7.34) отримаємо 
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           (7.35) 

Найчастіше коефіцієнт відбиття визначають в тих точках довгої лінії, де 

мають   місце   деякі  неоднорідності,  наприклад,  на початку  або  в  кінці  

лінії.  

В кінці лінії, коли координата точки спостереження  х = 0, для коефіцієнтів 

відбиття матимемо 
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                  (7.36) 

де   '
p

'
p iu

,   – аргументи коефіцієнтів відбиття напруги та струму в кінці лі-

нії. 

З виразів (7.36) видно, що величини коефіцієнтів відбиття залежать від 

співвідношення між опором навантаження лінії  нZ  та її хвильовим опором  

хвZ . Якщо порівняти вирази (7.34) – (7.36) один з одним, то в загальному ви-

падку для довгої лінії, навантаженої на опір, що не дорівнює хвильовому, ко-

ефіцієнти відбиття в будь-якій точці з координатою  х   будуть дорівнювати 

.epepp pj)х2'
p(j 

  

А аргумент коефіцієнта відбиття в точці спостереження має величину 

.x2'
pp                                               (7.37) 

У випадку, коли комплексні опори  хвн ZтаZ  однакові, коефіцієнт від-

биття  0p  , і в довгій лінії існують лише прямі хвилі напруги та струму. Та-

кий режим роботи довгої лінії називається режимом біжучих хвиль або уз-

годженим, оскільки в лінії існують лише ті хвилі, які розповсюджуються від 

джерела електромагнітної енергії до приймача (навантаження). Завдяки від-

сутності в цьому режимі зворотних хвиль напруги і струму, вся енергія, що 

переноситься прямою хвилею вздовж лінії, поглинається навантаженням. Це 

типовий режим роботи, що застосовується при використанні довгих ліній для 

передачі електромагнітної енергії. 

Очевидно, що в узгодженому режимі, коли  хвн ZZ  , величина   

2н2хв2 UZIZI   
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і при відрахуванні координати  х  від кінця лінії на основі виразів (7.31) та 

(7.32) для комплексних напруги та струму в лінії одержимо 
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                             (7.38) 

Щоб отримати вирази для напруги та струму в лінії при відрахуванні ко-

ординати  х  від початку лінії, спочатку за допомогою (7.38) треба знайти на-

пругу та струм на початку лінії, коли  x , і визначити з отриманих співвід-

ношень значення напруги  2U   та  струму  2I , тобто 

.eII,eUU 1212

  
                                      (7.39) 

Якщо у виразах (7.38) зробити заміну  xx   , де  x  – координата точки 

спостереження, що відраховується від початку лінії, а потім підставити зна-

чення 22 IтаU   з (7.39), то матимемо 

.eII,eUU
x

1

x

1





 

Для спрощення координату  х  позначимо  х  і остаточно вирази для напруги 

та струму в лінії при відрахуванні координати від її початку запишуться так: 
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                                   (7.40) 

Аналіз виразів (7.38) та (7.40) показує, що в режимі біжучих хвиль при 

русі від початку лінії до її кінця амплітуди напруги та струму зменшуються за 

експоненціальним законом, а їх початкові фази змінюються лінійно (рис. 7.6). 

В той же час вхідний опір довгої лінії в уз-

годженому режимі дорівнює 

.ZIUZ хввх               (7.41) 

Тобто в режимі біжучих хвиль вхідний опір 

довгої лінії не залежить від її довжини і до-

рівнює хвильовому опору.  

В лінії з малими втратами хвильовий 

опір можна вважати чисто активним 

)CLZZ( 11хвхв  . Тому для миттєвих на-

пруги та струму, виходячи зі співвідношень 

(7.40), можна записати 

0 x 

Um -u 

Рис.7.6. Змінювання амплітуди та 

початкової фази напруги в лінії в 

режимі біжучих хвиль 

-u 

Um1 

Um 
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Таким чином, для амплітуд напруги та струму в кінці довгої лінії довжи-

ною    одержимо 
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Звідси виходить, що коефіцієнт згасання такої лінії дорівнює 

.
I

I
ln

U

U
lnA

2m

1m

2m

1m                                       (7.43) 

При відомій довжині однорідної довгої лінії співвідношенням (7.43) мо-

жна скористатися для експериментального визначення коефіцієнта згасання 

такої лінії. 

7.3. Первинні та вторинні параметри однорідної довгої лінії 

До первинних параметрів однорідної довгої лінії відносяться погонна ін-

дуктивність  L1, погонна ємність  С1, погонний опір втрат  R1 та погонна про-

від-ність витікання G1. Вторинними або характеристичними параметрами до-

вгої лінії одиничної довжини є комплексний коефіцієнт поширення   , коефі-

цієнт згасання  , коефіцієнт фази  , хвильовий опір  хвZ  та фазова швид-

кість  vф, які можна виразити через первинні параметри довгої лінії та часто-

ту. 

Комплексний коефіцієнт поширення довгої лінії згідно з виразом (7.11) 

дорівнює 

.)CjG)(LjR( 1111                                    (7.44) 

Але одночасно  коефіцієнт поширення   j , тому можна записати 

)CjG)(LjR()j( 111
2  , 

або інакше 

)RCGL(jCLGRj2 111111
2

11
22  .               (7.45) 

На основі виразу (7.45) запишемо систему рівнянь для визначення коефіцієн-

тів згасання та фази: 

.RCGL2

;CLGR

1111

11
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                                  (7.46) 

Якщо розв’язати систему рівнянь (7.46) відносно    та  , то отримаємо  
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           (7.47) 

Розрахункове співвідношення для хвильового опору можна отримати на 

основі виразу (7.14) – 

,
CjG
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Z
Z

11

11

1

1
хв




                               (7.48) 

а для знаходження фазової швидкості слід скористатись співвідношенням 

(7.19), згідно з яким  фv . 

Вирази (7.19) та (7.47), (7.48) є точними розрахунковими формулами, що 

справедливі для довгих ліній будь-яких типів в широкому діапазоні частот. 

Залежність вторинних параметрів від частоти призводить до амплітудно-

частотних та фазочастотних спотворень сигналів, які супроводжуються спо-

творенням форми негармонічних сигналів. 

7.3.1. Неспотворююча довга лінія 

Неспотворюючою називають таку довгу лінію, на опорі навантаження 

якої зберігається форма сигналу, який надходить в лінію. Для неспотворюва-

ної передачі сигналу треба забезпечити незалежність від частоти і коефіцієнта 

згасання, і фазової швидкості, і хвильового опору та опору навантаження в 

узгодженій лінії. 

Для виконання цих умов перш за все треба забезпечити, щоб хвильовий 

опір лінії був активним і не залежав від частоти. Цього можна досягти підбо-

ром первинних параметрів довгої лінії. Дійсно, якщо у виразі (7.48), який мо-

жна переписати у вигляді 
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 ,               (7.49) 

підібрати співвідношення між первинними параметрами лінії так, щоб вико-

нувалась рівність 

1

1

1

1

C

G

L

R
  ,                                         (7.50) 

то опір  хвZ  стає активним і чисельно дорівнює хвильовому опору лінії без 

втрат, тобто 

.GRCLZ 1111хв                              (7.51) 
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Співвідношення (7.50) вперше було отримане Хевісайдом і носить його ім’я. 

Будемо вважати, що умова Хевісайда виконується, і знайдемо вирази для 

коефіцієнтів згасання та фази, а також фазової швидкості. На основі виразів 

(7.44) та (7.48) можна записати 

11хв CjGZ  .                               (7.52) 

На основі (7.52) та з урахуванням виразу (7.51) для комплексного коефіцієнта 

поширення маємо 

.CLjGR)CjG(Z 111111хв               (7.53) 

Отже, для шуканих параметрів отримаємо такі значення: 

.CL1v;CL;GR 11ф1111               (7.54) 

Таким чином, у разі виконання рівності Хевісайда (7.50) хвильовий опір 

лінії є чисто активним і може бути легко узгоджений з активним опором на-

вантаження в широкому діапазоні частот, коефіцієнт згасання не залежить від 

частоти, що дозволяє звести нанівець амплітудно-частотні спотворення сиг-

налу, а коефіцієнт фази є лінійною функцією частоти, що забезпечує незмін-

ність фазової швидкості, а значить, і відсутність фазочастотних спотворень. 

На практиці для існуючих типів довгих ліній умова Хевісайда не викону-

ється. Зазвичай має місце нерівність 

1111 GCRL  .                                        (7.55) 

Для того, щоб перейти від нерівності (7.55) до умови Хевісайда (7.50), 

необхідно або збільшувати  L1  чи  G1, або зменшувати  R1  чи  С1. Найкращим 

способом наближення первинних параметрів до оптимальних значень є шту-

чне збільшення погонної індуктивності лінії. В 1903 році американським вче-

ним  М. Пупіним було запропоновано включати в жили кабеля через деякі 

проміжки котушки індуктивності. Цей метод використовується і зараз при 

передачі сигналів на короткі відстані. В інших випадках використовуються 

більш сучасні коригуючі пристрої, застосування яких є економічно вигідні-

шим, ніж пупінізація. 

7.3.2. Довга лінія з малими втратами 

Сучасні конструкції довгих ліній, які використовуються в радіотехніці та 

електрозв’язку, на високих частотах (f > 10
6  

Гц) мають дуже малі втрати, 

внас-лідок чого виконуються умови 

.CG,LR 1111                                     (7.56) 
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Довгу лінію, для якої в діапазоні робочих частот виконуються умови 

(7.56), називають лінією з малими втратами. Визначимо вторинні параметри 

такої довгої лінії.  

З виразу (7.48) видно, що в цьому випадку хвильовий опір довгої лінії 

мож-на наближено вважати незалежною від частоти величиною 

.CLZZ 11хвхв                                       (7.57) 

Для знаходження коефіцієнтів згасання та фази довгої лінії з малими 

втратами скористаємося співвідношенням (7.44), яке перепишемо у вигляді 
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                            (7.58) 

Скористаємося відомим з математики розкладанням виду 
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2

                                       (7.59) 

яке є справедливим, коли  х << 1, і обмежимося двома першими членами ре-

зультату. Тоді на основі (7.58) та з урахуванням (7.59) одержимо 
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Якщо розкрити дужки, та прийняти до уваги що член   11
2

11 CL4GR    набага-

то менший, ніж інші складові, то матимемо 

.CLj
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2
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L
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2

R
11

1

11

1

11                               (7.60) 

З виразу (7.60) видно, що 

.CL,
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2

R
11

1

11

1

11                            (7.61) 

Фазова швидкість довгої лінії з малими втратами дорівнює 

.
CL

1
v

11

ф 



                                             (7.62) 

В той же час в теорії електромагнітного поля доводять, що 

,
c

CL
211


  

де  с – швидкість світла в пустоті;  та  – діелектрична та магнітна проник-

ності середовища, яке оточує провідники лінії.  

Отже, в довгій лінії з малими втратами фазова швидкість має значення 
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  .сvф   

Аналіз виразів (7.61) та (7.62) показує, що лінія з малими втратами є не-

спотворюючою, оскільки коефіцієнт згасання  та фазова швидкість vф не за-

лежать від час-тоти, а коефіцієнт фази  є лі-

нійною функцією частоти. Дійсно, якщо згід-

но з виразами (7.47) побудувати залежності 

від частоти коефіці-єнтів згасання та фази 

(рис. 7.7), то можна побачити, що насправді 

існує деяка гранична частота (  210
6
 

рад/c), при перевищенні якої коефіцієнт зга-

сання довгої лінії залишається майже незмін-

ним і визначається першим з виразів (7.61). 

При цьому коефіцієнт фази зростає практично 

за лінійним законом. Очевидно, що завдяки 

цим особливостям частотних залежностей 

)(  та )( , в узгодженій довгій лінії всі складові спектра негар-монічного 

сигналу мають однакові умови для розповсюдження. Це означає, що в діапа-

зоні високих частот узгоджена довга лінія з малими втратами, так само як і 

лінія, для якої виконується умова Хевісайда, є неспотворюючою. 

7.4. Режим стоячих хвиль в ідеальній довгій лінії 

Якщо  пряма  електромагнітна  хвиля  при   розповсюдженні  в  довгій  

лінії зустрічає на своєму шляху “електричну перешкоду”, роль якої може ви-

конувати будь-яка неоднорідність, то в такій лінії спостерігається явище від-

биття, що супроводжується виникненням зворотної або відбитої хвилі. Дуже 

часто відбиття виникають в кінці лінії, яка навантажена на опір, що не дорів-

нює хвильовому, а також в точці з’єднання двох ліній з різними параметрами. 

В разі, коли амплітуди прямої та зворотної хвиль напруги і струму вияв-

ляються однаковими, в довгій лінії встановлюється так званий режим стоячих 

хвиль. Строго кажучи, таке явище було б можливим лише в ідеальній лінії, 

що не має втрат, але в реальних лініях з малими втратами, які мають невелику 

довжину, можна отримати режими, близькі до режиму стоячих хвиль. 

Для повного відбиття прямої хвилі від навантаження необхідно, щоб це 

навантаження не споживало електромагнітної енергії. Якщо довга лінія втрат 

не має, тобто є ідеальною, то стоячі хвилі в ній можуть виникати в таких ви-

падках: 

1
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Рис. 7.7. Частотні залежності  

коефіцієнтів згасання та фази 
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якщо лінія розімкнена на кінці, тобто її навантаження  нZ ; 

якщо лінія замкнена на кінці, тобто її навантаження   ;0Zн   

якщо лінія навантажена на реактивний опір, тобто навантаження  

.jXZ нн   

Розглянемо детально кожний з перерахованих випадків. 

 

7.4.1. Довга лінія, розімкнена на кінці 

Нехай ідеальна довга лінія розімкнена на кінці ( нZ ), тобто працює в 

режимі холостого ходу. В цьому випадку згідно з виразами (7.36) коефіцієнти 

відбиття відносно напруги та струму в кінці лінії дорівнюють 

.1pp;1
ZZ

ZZ
limp

'

u

'

i
хвн

хвн

нZ

'

u








 

Це означає, що в розімкненій на кінці лінії пряма та зворотна хвилі на-

пруги і струму мають однакові амплітуди. Однак фазові співвідношення для 

хвиль напруги та струму в точці відбиття різні: пряма та зворотна хвилі на-

пруги – синфазні, а аналогічні хвилі струму – протифазні. Отже, слід очікува-

ти, що напруга в точці відбиття буде максимальною, а струм матиме нульове 

значення. 

Для знаходження комплексних діючих значень напруги та струму в лінії 

скористаємося співвідношеннями (7.33). У лінії без втрат коефіцієнт згасання  

0  і тому коефіцієнт поширення   j . В результаті  ,xcosхch   а  

xsinjхsh    і система рівнянь для напруги та струму ідеальної лінії матиме 

такий вигляд: 

.xsin
Z

U
jxcosII

;xsinZIjxcosUU

хв

2
2

хв22





                                 (7.63) 

Підкреслимо, що у виразах (7.63) координата  х  відраховується від кінця лі-

нії. 

Оскільки лінія, що аналізується, розімкнена, то струм  0I2    і на основі 

виразів (7.63)  отримаємо 

.xsin
Z

U
jI,xcosUU

хв

2
2                                  (7.64) 

Якщо миттєва напруга в лінії    tj
meURe)t(uRe)t(u  , то вирази для мит-

тєвих значень напруги та струму матимуть вигляд 
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                     (7.65) 

На рис. 7.8 наведено побудовані у відповідності з першим виразом сис-

теми (7.65) криві змінювання   напруги   вздовж  лінії  для різних моментів 

часу. З цих графіків видно, що напруга в деяких точках лінії дорівнює нулю 

при будь-яких значеннях часу  t. Положення цих точок, які називаються вуз-

лами напруги, можна знайти з умови  0xcos k  . Тому для знаходження ко-

ординат вузлів напруги в лінії маємо 

,...,2,1,0k,4)1k2(x,2)1k2(x kk              (7.66) 

де  kx  – координата k-го вузла напруги. 

Між вузлами та в кінці лінії 

розташовані точки, в яких амплі-

туда напруги досягає максималь-

них значень. Це є так звані пуч-

ності напруги, координати яких 

визначаються з таких виразів 

 
,...,2,1,0n,2nx

,nx

n

n




 (7.67) 

де  хn – координата n-ї пучності 

напруги. 

Криві розподілення струму 

вздовж лінії показані на рис. 7.9. Тут та-

кож спостерігається наявність вузлів та 

пучностей, однак вони зсунуті в просторі 

відносно вузлів і пучностей напруги на  

4 . Тобто координатам вузлів струму 

відповідають пучності напруги, а коорди-

натам пучностей струму – координати ву-

злів напруги. 

З виразів (7.65) видно, що в деякий 

довільний момент часу амплітуди напру-

ги та струму в лінії дорівнюють 

.xsin
Z

U
xsinII,xcosUU

хв

2m
2mm2mm                  (7.68) 

u 

t = 0 

t = 
8

T  

t = 
4

T
 

t = 
2

T
 

t = 

T
8

3  
π/2 

λ/2 
λ/4 4

3

λ 
x 

βx 

2

3

π 

π 

Рис. 7.8. Змінювання напруги вздовж лінії для  

різних моментів часу 
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Рис. 7.9. Змінювання струму вздовж лінії  
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При цьому в пучностях напруги  2mm UU  , а в пучностях струму  

.ZUII хв2m2mm   

Початкова фаза миттєвих напруги та струму в проміжках між вузлами 

залишається незмінною, однак при переході через вузол вона стрибкоподібно 

змінюється на  , оскільки змінюються на протилежні знаки гармонічних фу-

нкцій  xsinтаxcos    у виразах (7.65).  

На рис. 7.10 показані криві розподілу вздовж лінії амплітуд напруги та 

струму, а на рис. 7.11 – відповідні фазові характеристики. Як вихідний рівень 

відліку початкових фаз використовується початкова фаза напруги в кінці лі-

нії. Порівняльний аналіз рис. 7.11, а та рис. 7.11, б показує, що напруга та 

струм в будь-якій точці лінії мають зсув за фазою, який дорівнює  .2  

Причому на одних ділянках струм випереджає напругу, а на інших відстає від 

неї. Тобто в залежності від довжини розімкнена на кінці довга лінія може себе 

поводити або як ємність, або як індуктивність.  

Скористаємося виразами (7.64) і запишемо співвідношення для комплек-

сного вхідного опору розімкненої лінії – 

.x
2

ctgjZxctgjZZ хвхввх



                          (7.69) 

Отже вхідний опір такої лінії чисто реактивний – 

Um 

λ/2 λ/4 
4

3

 

x 

Рис. 7.10. Розподіл амплітуд напруги (а) та струму (б) вздовж  

ідеальної лінії, розімкненої на кінці 
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,х
2

ctgZxctgZX хвхввх



                                 (7.70) 

а характер цієї реактивності залежить від співвідношення між довжиною лінії 

та довжиною хвилі електромагнітного коливання в ній (рис. 7.12).  

Як видно, характер вхідного опору лінії змінюється через четверть дов-

жини хвилі. Причому в непарних четвертях  Хвх  має ємнісний характер, а в 

парних – індуктивний. Підкреслимо, що в першій чверті, коли  4x0  , 

вхідний опір розімкненої довгої лінії має ємнісний характер. 

Якщо ж відношення   дорів-

нює цілому числу четвертей довжини 

хвилі, то вхідний опір буде або ну-

льовим, або нескінченно великим. 

Тобто в цьому випадку лінія буде ек-

вівалентна або послідовному, коли 

виконується умова (7.66) , або пара-

лельному, коли виконується умова 

(7.67), коливальному контуру без 

втрат. 

Аналогічні властивості може ма-

ти і лінія фіксованої довжини, якщо змінювати частоту сигналу зовнішнього 

генератора. 

Хвх 

λ/2 λ/4 43  x 

Рис. 7.12. Залежність вхідного опору  

розімкненої лінії від координати  х 
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Рис. 7.11. Змінювання початкових фаз напруги (а) та струму (б)  

вздовж лінії, розімкненої на кінці 
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7.4.2. Короткозамкнена довга лінія 

Якщо лінія без втрат замкнена на кінці, то опір навантаження  0Zн   і, 

як видно з виразів (7.36), коефіцієнти відбиття  1pа,1p
'

i

'

u
 . Отже, в 

цьому випадку в точці відбиття напруги прямої та зворотної хвиль протифаз-

ні, а фази відповідних хвиль струму однакові. В результаті напруга в кінці ко-

роткозамкненої лінії дорівнює нулю, а струм досягає максимальної величини. 

Оскільки напруга  0U2  , то на основі співвідношень (7.63) одержимо 

.xcosII,xsinZIjU 2хв2                             (7.71) 

Миттєві значення напруги та струму в лінії дорівнюють 

    
 

  .tcosxcosI)t(iRei

,)2tcos(xsinZItsinxsinZI)t(uReu

2m

хв2mхв2m




  (7.72) 

Амплітуди напруги та струму при змінюванні координати  х  визначаються 

співвідношеннями 

.xcosII,xsinZIU 2mmхв2mm                         (7.73) 

На рис. 7.13 наведені криві змінювання вздовж лінії амплітуд напруги і 

струму. Як і у випадку розі мкненої лінії розподіл амплітуд характеризується 

наявністю вузлів та пучностей, причому вузли напруги та пучності струму 

знаходяться в точках з координатами 

,...,2,1,0k,2kxk    

а пучності напруги та вузли струму – в точках 

...,2,1,0n,4)1n2(xn    

Ця картина діаметрально протилежна до тієї, що мала місце у випадку ро-

зімкненої лінії. 

Рис. 7.13. Розподіл амплітуд напруги (а) та струму (б) вздовж  

короткозамкненої лінії 
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Що стосується фазових зсувів між напругою і струмом в короткозамкне-

ній лінії, то вони такі самі, як і фазові зсуви між струмом та напругою в розі-

мкненій лінії. Тобто тоді, коли розімкнена лінія поводить себе як ємність, ко-

роткозамкнена лінія такої самої довжини буде еквівалентна індуктивності, і 

навпаки. 

Вхідний опір короткозамкненої лінії згідно зі співвідношеннями (7.71) 

дорівнює 

.x
2

tgjZxtgjZZ хвхввх



                                   (7.74) 

Він так само, як і у випадку розімкненої лінії є чисто реактивним – 

x
2

tgZxtgZX хвхввх



                                     (7.75) 

і періодично, через інтервал 4  змінює свій характер. Причому тепер в пер-

шій чверті, коли 4x0  , харак-

тер вхід-ного опору лінії індуктив-

ний (рис. 7.14), а далі в кожній на-

ступній четверті він змінюється на 

протилеж-ний. Отже, при однаковій 

довжині розімкнена та короткозамк-

нена лінії мають протилежний хара-

ктер вхідного реактивного опору. 

І нарешті, якщо у випадку розім-

кненої лінії властивостями паралель-

ного коливального контура без втрат 

харак-теризувалися відрізки довжи-

ною 2k  (k=1, 2, …), то короткозамкнені відрізки лінії такої довжини 

поводять себе як ідеалізовані послідовні коливальні контури. Очевидно, що 

властивостями паралельного коливального контура будуть характеризуватись 

відрізки короткозамкненої лінії довжиною  ,...)2,1,0n(4)1n2(   . Як-

що ж довжину використовуваного відрізка лінії змінювати, то можна одержа-

ти коливальні контури з розподіленими параметрами, що мають різні резона-

нсні частоти. 

7.4.3. Довга лінія, навантажена на реактивний опір 

Нехай довга лінія без втрат є навантаженою на чисто реактивний опір  

нн jXZ  . Скористаємося першим зі співвідношень (7.36), тобто обмежимося 

знаходженням лише коефіцієнта відбиття відносно напруги – 

Хвх 

λ/2 λ/4 4

3

λ 

x 

Рис. 7.14. Залежність вхідного опору  

короткозамкненої лінії від значення  

координати  х 

0 

λ 
βx 2π 3π/

2 
π π 
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jXZ

jXZ
p

нхв

нхв'

u 


  

В показниковій формі  
'

upj

u

'

u
epp


 , причому для модуля та аргументу знай-

деного коефіцієнта відбиття маємо 

2
хв

2
н

хвн'
p

'
u

ZХ

ZX2
arctg,1p

u 
  .                                 (7.76) 

З аналізу (7.76) виходить, що при реактивному навантаженні модуль ко-

ефіцієнта відбиття дорівнює одиниці і в лінії має місце режим стоячих хвиль. 

При цьому зворотна хвиля напруги в точці відбиття зсунута за фазою віднос-

но прямої хвилі напруги на кут  '
pu

 , величина якого в залежності від співвід-

ношення між значеннями опорів  нхв ХтаZ  лежить в інтервалі від  0 до  

2 . Внаслідок цього при ненульовому реактивному опорі навантаження в 

кінці лінії тепер не може бути ні вузла, ні пучності напруги. Те ж саме можна 

стверджувати відносно струму в лінії, оскільки відомо, що  .pp
'

i

'

u
  

Для розрахунку комплексних амплітуд напруги та струму в лінії врахує-

мо, що  н22 jXUI  , і скористаємося виразами (7.63). Тоді одержимо 

.xsin
Z

X
xcosII

,xsin
Х

Z
xcosUU

хв

н
2mm

н

хв
2mm

























                            (7.77) 

Скористаємося відомим тригонометричним співвідношенням 

)BA(arctg,)sin(BAsinBcosA 22    

і вирази (7.77) запишемо в іншій формі: 

.)XZ(arctg

;)xsin(ZX1II

;)ZX(arctg

;)xsin(XZ1UU

нхвi

i
2
хв

2
н2mm

хвнu

u
2
н

2
хв2mm









                          (7.78) 

Якщо скористатися ще одним тригонометричним співвідношенням 

2x

1
arctgxarctg


  , 
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то можна встановити, що  iu
2




 . Приймемо, що  і  , і тоді на осно-

ві (7.78) для комплексних амплітуд напруги та струму в лінії з реактивним 

навантаженням остаточно одержимо 

.)xsin(ZX1II

,)xcos(ХZ1UU

2
хв

2
н2mm

2
н

2
хв2mm








                         (7.79) 

Амплітуди напруги та струму в різних точках лінії дорівнюють 

.)xsin(ZX1II

,)xcos(ХZ1UU

2
хв

2
н2mm

2
н

2
хв2mm








                        (7.80) 

Скористаємося виразами (7.80) для визначення координат вузлів напруги 

і струму в лінії. Аналіз першого з цих співвідношень показує, що вузли на-

пруги знаходяться в тих точках лінії, де виконується умова                                                       

.0)xcos(   Звідси виходить, що 

,...2,1,0k,
2

)1k2(xk 


  

Таким чином, для координат точок, де знаходяться вузли напруги, з ура-

хуванням того, що коефіцієнт фази    2 , одержимо 










24
)1k2(xk .                                      (7.81) 

Положення вузлів струму можна знайти з умов 

,...2,1,0k,kx,0)xsin( kk    

Отже, відповідні координати вузлів струму визначаються виразом 

.
22

kxk 






                                            (7.82) 

Якщо довга лінія навантажена на індуктивний опір, то реактивний опір 

навантаження  0Хн   і величина фазового зсуву  

.0
Х

Z
arctg

н

хв   
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Цей фазовий зсув лежить в границях від  0  до  - 2  і йому відповідає додат-

ний зсув вузлових точок  





2
x . Тобто в цьому випадку вузли напруги 

будуть розташовуватись зліва від точок з координатами  4)1k2(xk   

(рис. 7.15, а). Якщо ж лінія навантажена на ємнісний опір, то реактивний опір 

0Хн   і фазовий зсув 0 , причому 20  . Тепер, як видно з виразу 

(7.81), вузли  

напруги зміщуються відносно тих самих точок вправо, тобто ближче до нава-

нтаження (рис. 7.15, б). 

Щоб отримати якісне уявлення про розташування вузлів та пучностей 

напруги і струму вздовж лінії, реактивний опір навантаження  Хн  можна за-

мінити додатковим відрізком лінії з таким самим вхідним опором. В резуль-

таті реальний розподіл напруги та струму в лінії з реактивним навантаженням 

буде збігатися з розподілом в еквівалентній лінії, короткозамкненій або розі-

мкненій на кінці. 

І нарешті слід зазначити, що в режимі стоячих хвиль передача енергії 

вздовж довгої лінії неможлива. Це обумовлено тим, що при утворенні стоячих 

хвиль потужність у вузлах напруги і струму дорівнює нулю і електромагнітна 

енергія через ці точки проходити не може. У цьому випадку в усіх точках лі-

нії,  окрім вузлових, має місце лише реактивна потужність, оскільки напруга 

та струм в лінії зсунуті за фазою на  2 . Таким чином, енергія не розпо-

всюджується вздовж лінії, а відбувається лише обмін енергією між електрич-

ними та магнітними полями на тих ділянках лінії, які обмежені вузлами на-

пруги та струму.  

 

Рис. 7.15. Розподіл амплітуд напруги та струму вздовж лінії, навантаженої 

на індуктивність (а) та ємність (б) 
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7.5. Режим змішаних хвиль в ідеальній довгій лінії 

Якщо активний або комплексний опір навантаження довгої лінії без 

втрат не дорівнює хвильовому, то виникає так званий режим змішаних хвиль, 

коли напругу та струм в лінії можна представити як суму біжучої та стоячої 

хвиль. 

У цьому режимі, як і у режимі стоячих хвиль, виникають пряма та зворо-

тна хвилі, однак остання має меншу інтенсивність, ніж пряма. Це обумовлено 

тим, що частина енергії, яка надходить від джерела, поглинається опором на-

вантаження. 

7.5.1. Довга лінія, навантажена на активний опір,що не дорівнює 

хвильовому 

Проаналізуємо особливості роботи ідеальної довгої лінії, навантаженої 

на активний опір  хвн ZR  . У цьому випадку коефіцієнт відбиття відносно 

напруги в кінці лінії дорівнює 

.
ZR

ZR
pp

хвн

хвн'
u

'

u 


                                     (7.83) 

Як видно з виразу (7.83), коефіцієнт відбиття є дійсною величиною, яка мен-

ша за одиницю. Знак коефіцієнта відбиття залежить від співвідношення між 

величинами опору навантаження  нR   та  хвильового опору  Zхв. 

 

Розподіл амплітуд напруг та струмів у лінії 

 

У даному випадку активний опір навантаження 2m2mн IUR  . Тому у ві-

дповідності із системою рівнянь (7.63) для комплексних амплітуд напруги та 

струму в лінії одержимо 

,)xsinjxcosm)(ZU(I

,)xsinjmx(cosUU

хв2mm

2mm








                          (7.84) 

причому 

.
R

Z

Z

Z
m

н

хв

н

хв                                              (7.85) 

З виразів (7.84) для амплітуд напруги та струму матимемо 

.xsinxcosm
Z

U
I

,xsinmxcosUU

222

хв

2m
m

222
2mm









                            (7.86) 
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Нехай опір навантаження більший, ніж хвильовий, тобто 1m  . Тоді 

криві розподілу амплітуд напруги та струму вздовж лінії мають вигляд, що 

наведений на рис. 7.16. Характерним для 

цього розподілу є наявність екстремумів, 

де напруга і струм досягають максима-

льних та мінімальних значень. Аналіз 

виразів (7.86) показує, що мінімальних 

значень напруга досягає при 

,...2,1,0k,
4

)1k2(x

,
2

)1k2(x

k

k










 

Струм в цих умовах навпаки має макси-

мальні значення.  

Максимальних значень напруга до-

сягає при умові, що 

,...2,1,0n,
2

nx,nx nn 


  

Струм при цьому приймає мінімальні значення. 

В розглянутих точках величини напруги та струму відповідно дорівню-

ють: 
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;mUU
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н
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н
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                         (7.87) 

Якщо опір навантаження  нR   буде збільшуватись, то величини  minU   та  

minI   будуть зменшуватись, наближаючись при  нR  до нуля. У цьому ви-

падку режим змішаних хвиль вироджується в режим стоячих хвиль, оскільки 

в цих умовах лінія є розімкненою на кінці. 

На рис. 7.17 зображені криві розподілу амплітуд напруги  mU  та струму  

mI  вздовж лінії для випадку, коли хвн ZR   і 1RZm нхв  . Ці криві подібні 

до тих, які отримані при  1m  , однак в кінці лінії тепер маємо максимум 

струму і мінімум напруги, а не навпаки. При цьому на основі співвідношень 

(7.86) можна записати: 
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λ/2 λ/4 
4

3

 

x 

Рис. 7.16. Розподіл амплітуд напруги та 

струму вздовж лінії при Rн  > Zхв 
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                        (7.88) 

Якщо опір навантаження 0Rн  , то максимальне значення напруги  

2m

н

хв
max U

R

Z
U   має скінченне значення 

лише при умові, що 0U 2m  . Отже, і в 

цьому випадку minmin IтаU  дорівню-

ють нулю, а в лінії встановиться режим 

стоячих хвиль. 

У випадку, коли опір навантаження 

наближається за величиною до хвильово-

го, то коефіцієнт  1RZm нхв   і, як 

результат,  maxmin UU  , а  maxmin II  . 

Тобто довга лінія з режиму змішаних 

хвиль поступово переходить в режим бі-

жучих хвиль. 

Отже, слід очікувати, що в режимі змішаних хвиль напругу та струм в 

довгій лінії можна представити як сукупність біжучої та стоячої хвиль. Дійс-

но, згідно з першим виразом системи рівнянь (7.84) для комплексної ампліту-

ди напруги в лінії можна отримати 

,)xsin)1m(jxsinjx(cosUU 2mm   

або інакше 

.xsinU)1m(jeUU 2m
xj

2mm  
                         (7.89) 

 

Для комплексної амплітуди струму маємо 

.xcos
Z

U
)1m(e

Z

U
I

хв

2mxj

хв

2m
m                            (7.90) 

Порівняння виразів (7.89), (7.90) з виразами (7.38) та (7.71) дозволяє зро-

бити висновок, що перші складові отриманих вище співвідношень відповіда-

ють біжучим, а другі – стоячим хвилям. 

Слід однак зазначити, що запис напруги і струму в змішаному режимі у 

вигляді сукупності стоячих та біжучих хвиль є лише математичним прийо-

мом, зручним для вивчення фізичних процесів. Стоячі або біжучі хвилі у змі-

шаному режимі неможливо спостерігати або вимірювати окремо. 
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x 

Рис. 7.17. Розподіл амплітуд напруги та 

струму вздовж лінії при  Rн < Zхв 
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Коефіцієнти біжучих та стоячих хвиль 

 

Для того, щоб судити про ступінь близькості режиму змішаних хвиль до 

режиму біжучих хвиль, вводиться поняття коефіцієнта біжучих хвиль (КБХ), 

який визначається як відношення мінімального значення напруги або струму 

в лінії до максимального – 

.
I

I

U

U
k

max

min

max

min
б                                              (7.91) 

В режимі стоячих хвиль, коли  0Umin   та  0Imin  , коефіцієнт біжучих 

хвиль дорівнює нулю, а для режиму біжучих хвиль, коли  maxmin UU  та  

maxmin II  , цей коефіцієнт дорівнює одиниці. 

Якщо довга лінія навантажена на активний опір  хвн ZR  , то як видно з 

виразів (7.87)  

.
R

Z
mk

н

хв
б                                                (7.92) 

Якщо ж опір навантаження  хвн ZR  , то у відповідності з (7.88) 

.
Z
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m

1
k

хв

н
б                                               (7.93) 

Для практичних розрахунків є важливим встановити зв’язок між коефіці-

єн-том біжучих хвиль, який можна легко знайти експериментально, та коефі-

цієн-том відбиття. Для цього треба врахувати, що в точках лінії, де амплітуда 

нап-руги  maxm UU  , напруги прямої та зворотної хвиль складаються синфаз-

но, а в точках, де  minm UU  , ці напруги складаються протифазно. Отже, мо-

жна записати 

.UUU,UUU звпрminзвпрmax                            (7.94) 

В результаті на основі (7.34) та з урахуванням (7.94) для коефіцієнта біжучих 

хвиль одержимо 
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                    (7.95) 

Оскільки на практиці частіше відомим є коефіцієнт біжучих хвиль, то 

широко використовуваним є співвідношення зв’язку цього коефіцієнта з мо-

дулем коефіцієнта відбиття 
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                                                 (7.96) 
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Разом з коефіцієнтом біжучих хвиль бk  на практиці іноді використову-

ють обернений до нього коефіцієнт стоячих хвиль (КСХ) 

.
U

U

k

1
k

min

max

б

c                                             (7.97) 

Очевидно, що величина КСХ буде змінюватися від одиниці в режимі бі-

жучих хвиль до нескінченно великого значення в режимі стоячих хвиль. 

 

Вхідний опір ідеальної довгої лінії, навантаженої 

 на активний опір 

 

Дуже важливим для практики є розрахунок вхідного опору довгої лінії 

без втрат, що навантажена на активний опір  нR . Для його визначення можна 

скористатись співвідношеннями (7.63), якщо врахувати, що комплексний вхі-

дний опір лінії дорівнює 

11вх IUZ  ,                                               (7.98) 

де  11 IтаU  – комплексні діючі напруга і струм на вході лінії. 

Якщо довжина лінії  , то на основі (7.98) та (7.63) для комплексного вхі-

дного опору лінії з довільним комплексним навантаженням  нZ  можна запи-

сати 
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sinjZcosZ
ZZ

нхв

хвн
хввх








                                     (7.99) 

Оскільки в даному випадку опір навантаження чисто активний, то остаточно 

отримаємо 










sinjRcosZ

sinjZcosR
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хввх .                                 (7.100) 

Помножимо чисельник та знаменник виразу (7.100) на величину комплексно-

спряжену до виразу в знаменнику і виділимо активну та реактивну складові 

вхідного опору: 
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                        (7.101) 

На рис. 7.18 наведені графіки 

побудованих у відповідності з ви-

Rвх 
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βℓ 

Рис. 7.18. Залежність складових вхідного 

опору ідеальної довгої лінії від  βℓ  при  Rн > Zхв 
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ра-зами (7.101) залежностей активної та реактивної складових вхідного комп-

лексного опору лінії без втрат для випадку, коли активний опір наван-

таження перевищує хвильовий опір лінії ( 1RZm нхв  ). Очевидно, що при 

наближенні величини опору навантаження Rн  до Zхв реактивна складова вхі-

дного опору наближа-ється до нуля, а вхідний опір – до величини  Rвх, яка, в 

свою чергу наближається до величини хвильового опору.  

При значеннях у виразах (7.101) аргументу  20     реактивна скла-

дова вхідного опору від’ємна, і лінію можна еквівалентно представити у ви-

гляді послідовного активно-ємнісного кола. Якщо ж згаданий аргумент  

 2 , то реактивна складова вхідного опору додатна і лінія еквівален-

тна послідовному з’єднанню активного опору та індуктивності. При подаль-

шому зростанні аргументу   характер реактивної складової вхідного опору 

періодично змінює свій знак. 

З рис. 7.18 також видно, що поблизу точок, де аргумент  

),...,2,1k(k    властивості лінії будуть аналогічні властивостям парале-

льного коливального контура з втратами, а поблизу точок, де аргумент  

)...,2,1,0k(2)1k2(   , лінія поводить себе як послідовний коливаль-

ний контур з втратами. 

На рис. 7.19 наведені залежності складових вхідного комплексного опору 

лінії без втрат від аргументу    для 

випадку, коли  хвн ZR  , а коефіцієнт  

.1m   Ці криві подібні до тих, що 

отримані в попередньому випадку, од-

нак на інтервалі змінювання аргументу  

20     реактивна складова вхід-

ного опору тепер має індуктивний ха-

рактер, а на інтервалі   2  – 

ємнісний. Поблизу точок, де  

...),2,1k(k   , тепер лінія себе 

поводить як послідовний коливальний 

контур, а поблизу точок, де  

2)1k2(   (k = 0, 1, 2, …), – як 

паралельний коливальний контур. 
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Рис. 7.19. Залежність вхідного опору довгої 

лінії від   βℓ  при  Rн < Zхв 

2π 
0 

βℓ 

Zхв 

2Zхв 

π π/2 
2

3

π 

2π -Zхв 

Хвх 

Zхв 

2Zхв 

m = 2 

m = 5 

m = 2 
m = 5 

0 



238 

 

7.5.2. Довга лінія, навантажена на комплексний опір 

З наведених на рис. 7.18 та на рис. 7.19 залежностей видно, що в тих ви-

падках, коли довжина лінії  ...),2,1,0n(4n   , а опір навантаження лінії 

чисто активний і не дорівнює хвильовому, її вхідний опір носить комплекс-

ний характер.  

Нехай в довгій лінії, що наведена на рис. 7.20 і навантажена на активний 

опір   хвн ZR  , розташована справа від перерізу 1x   ділянка довжиною  

4n1   замінена на комплексний 

опір навантаження, який дорівнює 

вхідному опору цієї ділянки. Безумо-

вно, що в тій частині лінії, яка зали-

шилася недоторканою, розподіл амп-

літуд напруги та струму вздовж лінії 

залишився незмінним. Отже, можна 

стверджувати, що при комплексному 

характері навантаження в ідеальній 

довгій лінії має місце режим зміша-

них хвиль. Однак на відміну від випадку, коли лінія має активне навантажен-

ня, при його комплексному характері на кінці лінії амплітуди напруги і стру-

му не мають ні максимуму, ні мінімуму. 

Щоб довести останнє твердження, знайдемо коефіцієнт відбиття для лінії 

з комплексним навантаженням. На основі першого з виразів (7.36) для коефі-

цієнта відбиття відносно напруги одержимо  

'

upj
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2
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2
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2
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u
e
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 ,                             (7.102) 

причому аргумент цього коефіцієнта відбиття дорівнюватиме 

.
ZZR2Z

ZX2
arctg

2
хвхвн

2
н

хвн'
pu 
                               (7.103) 

Звідси витікає, що в точці відбиття напруга зворотної хвилі зсунута за 

фазою відносно напруги прямої хвилі на кут  20
up  , отже, ні макси-

муму, ні мінімуму напруги та струму в цій точці бути не може. 

Щоб визначити координати точок лінії, де пряма та зворотна хвилі на-

пруги збігаються за фазою і амплітуда цієї напруги максимальна, скористає-

мося спів-відношеннями (7.31), (7.32) та (7.36). 

Rн ≠ 

Zхв 

Рис. 7.20. Довга лінія навантажена на  

довільний активний опір 

I1 

U

1 

x = ℓ1 



239 

 

Так, на основі (7.31) з урахуванням (7.32) для напруги в довільній довгій 

лінії з комплексним навантаженням одержимо 

xхв22xхв22 e
2

ZIU
e

2

ZIU
U

 



 , 

а якщо лінія ідеальна,то 

xjхв22xjхв22 e
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 .                     (7.104) 

 

Перепишемо (7.104) в дещо іншій формі – 
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і врахуємо, що згідно з (7.36) та (7.37) коефіцієнт відбиття відносно напруги 

на кінці лінії без втрат дорівнює                           
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                    (7.106) 

Тому після підстановки результату (7.106) в (7.105) остаточно для напру-

ги в лінії отримаємо 
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                       (7.107) 

З виразу (7.107) видно, що напруга в лінії буде максимальною, якщо  

)...,2,1,0n(,n2x2'

up
 .                         (7.108) 

Як видно з виразу (7.108), при відрахуванні координати лінії від навантажен-

ня перший максимум напруги знаходиться в точці 
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 .                   (7.109) 

Якщо скористатись виразами (7.95) та (7.102), то можна записати спів-

відношення для знаходження КБХ: 
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              (7.110) 

У тому випадку, коли відомі хвильовий опір довгої лінії хвZ , коефіцієнт 

біжучої хвилі бk  та координата п  першого максимуму напруги в лінії, 

розв’я-зуючи систему рівнянь (7.109) та (7.110), можна знайти активну і реак-

тивну складові опору навантаження. При цьому визначення величин 
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пб таk   здійснюють експериментально шляхом вимірювання розподілу ам-

плітуд напруги вздовж лінії за допомогою спеціальної вимірювальної лінії. 

Слід однак зазначити, що більш точно можна виміряти відстань не до точки, 

де спостерігається максимум напруги, а до точки, де є її мінімум. Цей міні-

мум виражений чіткіше за максимум і розташований на відстані 4  від ньо-

го. 

За допомогою тієї ж вимірювальної лінії можна знайти і довжину хвилі 

електромагнітних коливань, яка дорівнює подвоєній відстані між двома сусі-

дніми максимумами або мінімумами напруги (струму) в лінії.  

Залежність активної та реактивної складових вхідного комплексного 

опору лінії з комплексним навантаженням від аргументу   має такий самий 

характер, як і для неузгодженої лінії з активним навантаженням. Однак у 

цьому випадку нульові значення реактивної складової, а значить, і екстрему-

ми активної скла-дової будуть зміщені відносно точок, на яких має екстрему-

ми активна складова вхідного опору при активному навантаженні. Для підт-

вердження цього поло-ження знайдемо співвідношення для визначення ком-

плексного вхідного опору лінії з комплексним навантаженням. 

Спочатку знайдемо залежність для комплексного діючого струму в лінії, 

скориставшись тією ж методикою, що й при знаходженні напруги (7.107). 

При цьому отримаємо 
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а потім скористаємося виразами (7.107) та (7.111) і для комплексного вхідно-

го опору лінії довжиною   , що навантажена на комплексний опір, матимемо 
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Реактивна складова цього опору буде дорівнювати нулю, якщо 

)...,2,1,0n(n2'

up
  . 

При цьому відповідні точки на лінії мають координати 
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 .                                (7.113) 

Аналіз співвідношення (7.113) з урахуванням (7.103) показує, що напря-

мок зміщення точок, в яких мають місце екстремуми активної складової вхід-
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ного опору, залежить від характеру реактивної складової Хн опору наванта-

ження нZ . 

7.5.3. Трансформація опору відрізками ідеальної довгої лінії 

У зв’язку з тим, що в загальному випадку комплексний вхідний опір від-

різка довгої лінії не дорівнює опору навантаження, такі відрізки ліній мають 

властивість трансформувати опори. Найбільш цікавими в цьому відношенні є 

властивості відрізків ліній без втрат довжиною  8та4,2  . 

Перепишемо вираз (7.99) для вхідного опору лінії довжиною    з ураху-

ванням того, що   2 , і одержимо 
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)2(sinZj)2(cosZ

)2(sinjZ)2(cosZ
ZZ

нхв

хвн
хввх












                      (7.114) 

Якщо довжина відрізка лінії  2 , то з виразу (7.114) виходить, що 

комплексний вхідний опір відрізка ідеальної лінії довжиною  2  дорівнює 

опору навантаження – 

.ZZ нвх                                                        (7.115) 

Отже, цей відрізок лінії просто повторює опір навантаження, тобто пово-

дить себе подібно ідеальному трансформатору з коефіцієнтом трансформації  

1n  . Можна показати, що такі самі властивості має лінія, довжина якої крат-

на цілому числу напівхвиль )...,2,1n,2n(   . 

У випадку, коли довжина відрізка  4 , то згідно з виразом (7.114) 

його вхідний опір дорівнює 

.
Z

Z
Z

н

2
хв

вх                                                      (7.116) 

Такий самий вхідний опір матиме і лінія, довжина якої дорівнює непарному 

числу чвертей довжини хвилі ( )...,2,1,0k,4)1k2(   . Отже, з виразу 

(7.116) видно, що вхідний опір такого відрізка лінії пропорційний провідності 

навантаження і може змінюватися в широких межах при змінюванні хвильо-

вого опору лінії. При цьому чвертьхвильовий відрізок лінії може перетворю-

вати великий опір в малий та навпаки, а також змінювати характер реактивної 

складової опору навантаження, що є притаманним трансформатору. Тому та-

кий відрізок довгої лінії називають чвертьхвильовим трансформатором. З ви-

разу (7.116) також видно, що у випадку, коли опір навантаження має чисто 

активний характер, і вхідний опір чвертьхвильового трансформатора – чисто 

активний. 
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Тепер за допомогою виразу (7.114) знайдемо вхідний опір відрізка лінії 

без втрат довжиною  8 , тобто 

.Z
ZjZ

)jZZ(
Z хв

нхв

хвн
вх 




                                 (7.117) 

Якщо опір навантаження має чисто активний характер ( нн RZ  ), то модулі 

чисельника та знаменника дробу, який входить у вираз (7.117), однакові і, як 

наслідок, модуль вхідного опору даного відрізка лінії дорівнює  хвZ . Таким 

чином, відрізок лінії довжиною  8   перетворює довільний активний опір в 

опір, модуль якого дорівнює  хвZ . Аналогічні властивості має і відрізок лінії 

без втрат довжиною  83 . 

Трансформуючі властивості відрізків довгих ліній широко використову-

ються на практиці для побудови пристроїв узгодження реальних ліній пере-

дачі з навантаженням. При цьому в усіх трьох розглянутих вище випадках 

намагаються використовувати відрізки ліній з малими втратами мінімальної 

довжини, як такі, що мають властивості максимально наближені до властиво-

стей ліній без втрат. 

7.6. Особливості режимів роботи реальних довгих ліній 

Розглянемо особливості хвильових процесів в довгій лінії з урахуванням 

реальних втрат в ній енергії. Спочатку проаналізуємо такі процеси в реальній 

лінії розімкненій та короткозамкненій на кінці, а потім врахуємо отримані ре-

зультати для визначення особливостей роботи таких ліній при інших варіан-

тах їх навантаження. 

7.6.1. Розподіл напруг та струмів вздовж лінії 

Якщо режим роботи навантаження заданий і напруга  2U   та струм  2I  в 

кінці лінії відомі, то діючі значення напруги і струму в будь-якій точці реаль-

ної лінії визначаються виразами (7.33) , коли координата точки спостережен-

ня відраховується від кінця лінії. 

В режимі холостого ходу струм в кінці лінії  0I2   і співвідношення 

(7.33) набувають вигляду 
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U
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Для комплексних амплітуд напруги та струму одержимо 
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m2mm                            (7.118) 

З теорії гіперболічних функцій відомо, що 

.xsinxjchxcosxsh)xjx(shxsh
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         (7.119) 

Підставимо значення гіперболічних функцій з  (7.119) у вирази (7.118) і отри-

маємо 
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              (7.120) 

 

Введемо позначення 

,xthm,xchUU 2m
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і тоді система рівнянь (7.120) матиме вигляд 
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                         (7.122) 

Одержані співвідношення для напруги і струму (7.122) аналогічні до ви-

разів (7.84), які отримані для режиму змішаних хвиль в ідеальній довгій лінії, 

що навантажена на активний опір, який не дорівнює хвильовому. Однак у да-

ному випадку коефіцієнт m  та напруга 
'

2mU  є функціями координати  х  дов-

гої лінії. Причому у відповідності із законами змінювання функцій  

xchтаxth   значення величин  
'

2mUтаm  в разі збільшення відстані від 

кінця лінії до точки спостереження будуть зростати. 

Криві розподілу амплітуд напруги та струму вздовж реальної лінії, яка 

розімкнена на кінці, наведені на рис. 7.21. З цих графіків видно, що при від-

даленні від кінця лінії різниця між максимальними та мінімальними значен-

нями амплітуд напруги і струму поступово зменшується, а середнє значення 

цих амплітуд збільшується. Тобто криві напруги та струму при такому русі 

вздовж лінії поступово згладжуються. 
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З фізичної точки зору ці особливості розподілу амплітуд напруги і стру-

му пояснюються тим, що в довгій лінії з втратами амплітуди прямої та зво-

рот-ної хвиль внаслідок ненульового 

згасання безперервно змінюються 

вздовж лінії (рис. 7.22). На великій ві-

дстані від кінця лінії зворотна хвиля 

стає значно слабшою, ніж пряма, і то-

му при 1х   характер розподілення 

напруги та струму вздовж лінії на-

ближається до такого, що відповідає 

режиму біжучих хвиль.  

В той же час поблизу кінця лінії, коли 

координата 0х  , пряма та зворотна 

хвилі напруги і струму мають майже 

однакові амплітуди і режим роботи в 

цій частині довгої лінії буде близьким 

до режиму стоячих хвиль. 

 На основі аналогічних міркувань 

можна зробити висновок, що в реаль-

ній довгій лінії, короткозамкненій на кі-

нці, розподіл напруги та струму має по-

дібний характер, однак амплітуда на-

пруги в кінці такої лінії дорівнює нулю, 

а амплітуда струму сягає макси-

мального значення. 

Таким чином, наявність в реальній 

довгій лінії втрат енергії призводить до 

того, що як в розімкненій, так і в корот-

козамкненій лінії встановлюється режим 

змішаних хвиль, який не змінює свого характеру при будь-якому опорі наван-

та-ження, що не дорівнює хвильовому. При цьому в усіх варіантах включення 

лінії, окрім узгодженого, величина коефіцієнта біжучої хвилі змінюється 

вздовж лінії. Поблизу точки відбиття, тобто в кінці лінії,  він буде приймати 

найменші, а на початку – найбільші значення. 

 

Рис. 7.21. Розподіл амплітуд напруги та 

струму вздовж розімкненої довгої лінії з 

втратами 
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Рис. 7.22. Розподіл амплітуд прямої та  

зворотної хвиль напруги вздовж лінії з  

втратами 
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7.6.2. Вхідний опір довгої лінії з втратами 

В загальному випадку при заданому режимі роботи навантаження вхід-

ний опір реальної довгої лінії можна визначити за допомогою співвідношень 

(7.33). Якщо довжина такої лінії дорівнює   , то її комплексний вхідний опір 

дорівнює 

,

chIsh
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shZIchU
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2

хв

2

хв22

1

1
вх








  

а після нескладних перетворень 

.
shZchZ

shZchZ
ZZ

нхв

хвн
хввх








                               (7.123) 

В режимі холостого ходу, коли опір навантаження  нZ , одержимо 

 cthZZ хввх .                                     (7.124) 

Якщо втрати в довгій лінії достатньо малі, то можна вважати, що хви-

льовий опір є чисто активним ( 11хвхв CLZZ  ) і тоді матимемо 











sh

ch
ZcthZZ хвхввх  .                             (7.125) 

Підставимо у співвідношення (7.125) значення    shтаch  згідно з вира-

зами (7.119) і врахуємо, що  .1shch 22    В результаті для активної та ре-

активної складових вхідного опору отримаємо 
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                  (7.126) 

На рис. 7.23 наведені криві, що характеризують змінювання активної та 

реактивної складових вхідного опору в залежності від довжини лінії і розра-

ховані за допомогою співвідношень (7.126) при деякому постійному значені 

Рис. 7.23. Залежності складових вхідного опору розімкненої реальної 

довгої лінії від її довжини 
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добутку  .1  

Якщо довжина лінії невелика, то отримані залежності близькі до анало-

гіч-них залежностей ідеальної довгої лінії, що працює у змішаному режимі 

при ).18.7.рис(1m   Різниця між цими залежностями полягає у тому, що в ре-

альній лінії розмах коливань складових вхідного опору при зростанні довжи-

ни лінії поступово зменшується. В граничному випадку, коли довжина лінії  

 , активна складова вхідного опору  хввх ZR  , а реактивна складова  

0Хвх  . 

Для реальної довгої лінії, що короткозамкнена на кінці ( 0Zн  ), із спів-

відношення (7.123) одержимо 

.
ch

sh
ZthZZ хвхввх









                                 (7.127) 

Активна та реактивна складові вхідного опору дорівнюють 
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              (7.128) 

Графіки, що ілюструють залежність складових вхідного комплексного 

опору замкненої на кінці лінії від її довжини, наведені на рис. 7.24. Як і у ви-

падку розімкненої лінії, при зростанні довжини короткозамкненої лінії розмах 

коливань складових вхідного опору поступово зменшується і в граничному 

випадку, коли   , активна складова  хввх ZR  , а реактивна  .0Хвх   

Однак при будь-якій довжині лінії характер реактивної складової вхідного 

Рис. 7.24. Залежності складових вхідного опору короткозамкненої реальної 

довгої лінії від її довжини 
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опору ко-роткозамкненої лінії завжди протилежний у порівнянні з характером 

реактивної складової вхідного опору розімкненої лінії.  

7.7. Методи розрахунку довгих ліній 

7.7.1. Розрахунок вхідного опору довгої лінії 

Багато практичних розрахунків кіл із розподіленими параметрами потре-

бують визначення вхідного опору довгої лінії на довільній відстані    від її 

навантаження. Якщо напруга  2U  та струм  2I  навантаження  нZ  відомі, то 

вхідний комплексний опір лінії можна знайти, скориставшись виразом (7.123) 

для реальної лінії та виразами (7.99) і (7.100) для лінії без втрат. 

Окрім згаданого методу вхідний опір довгої лінії зручно визначати через 

коефіцієнт відбиття. Для отримання відповідного розрахункового співвідно-

шення скористаємося тим, що вхідний опір лінії в довільній її точці 

IUZвх  ,  а напругу та струм в цій точці згідно з (7.21) і (7.22) можна пред-

ставити у вигляді алгебраїчної суми прямої та зворотної хвиль: 

.Z)UU(I

;UUU

хвзвпр

звпр




 

Якщо скористатись визначенням вхідного опору та виразами (7.34) для 

коефіцієнтів відбиття, то отримаємо 
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                      (7.129) 

а для лінії без втрат – 

.
p1

p1
ZZ

u

u
хввх




                                       (7.130) 

Вирази (7.129) та (7.130) дуже зручні для розрахунків. Ця зручність по-

лягає не тільки в їх надзвичайній простоті, але й у тому, що коефіцієнт від-

биття 
u

p можна легко знайти експериментально. Дійсно, модуль коефіцієнта 

відбиття відносно напруги up  можна визначити за допомогою співвідношень 

(7.96) та (7.91), якщо наперед  виміряти міні-

мальне і максимальне значення напруги або 

струму в лінії. Що стосується аргументу ком-

плексного коефіцієнта відбиття, то для дові-

льної точки, яка знаходиться на відстані    від 

Рис. 7.25. До визначення  аргументу  

коефіцієнта відбиття в довгій лінії 
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кінця лінії,  за допомогою (7.37)  можна записати 

.2'
pp uu

                 (7.131) 

При цьому аргумент коефіцієнта відбиття в кінці лінії '
p u

  можна знайти 

за допомогою виразу (7.109), який визначає координату найближчого до кін-

ця лінії максимуму напруги (рис. 7.25). Отже, на основі (7.109) маємо 

п
'
p 2

u

 .                                              (7.132) 

І після підстановки (7.132) в (7.131) для шуканого аргументу отримаємо 

,)(2 пpu

                                        (7.133) 

де п  – відстань від кінця лінії до першої пучності напруги. 

Розрахунок довгих ліній за допомогою співвідношень (7.130) – (7.133) 

буде ще простішим, якщо його здійснювати не аналітичним, а графічним ме-

тодом за допомогою спеціальних номограм. 

7.7.2 . Колова діаграма Вольперта-Сміта 

Найбільше розповсюдження для графічних рохрахунків довгих ліній 

знайшли колові діаграми опорів, запропоновані незалежно Вольпертом А. Р. 

та Смітом Ф. Особливістю цих діаграм є те, що при їх побудові активні та ре-

активні складові нормованого комплексного вхідного опору виражаються че-

рез дійсну та уявну частини коефіцієнта відбиття. 

Дійсно, співвідношення (7.130) зручно записати у вигляді  

,
p1

p1
jxrz

u

u
вх




                                    (7.134) 

де  хввхвх ZZz  – нормований вхідний опір лінії; хввх ZRr  – нормована ак-

тивна складова вхідного опору; хввх ZXx  – нормована реактивна складова 

вхідного опору. 

Окрім того комплексний коефіцієнт відбиття можна представити в алге-

браїчній формі 

jvup
u

                                            (7.135) 

і після підстановки (7.135) в (7.134) одержимо 
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Отже, активна та реактивна складові нормованого комплексного вхідного 

опору дорівнюють 
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                          (7.136) 

Вирази (7.136) якраз і використовуються при побудові номограм для 

графічного розрахунку довгих ліній. 

 

Графіки нормованих активних опорів довгої лінії 

 

Здійснимо деякі перетворення виразу для активної складової нормовано-

го вхідного опору, яка представлена першим з виразів (7.136). Спочатку за-

пишемо 

,vu1rvruru2r 2222   

або інакше 

r1)r1(vru2)r1(u 22  .                            (7.137) 

Поділимо ліву та праву частини (7.137) на (1+r) 
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                                     (7.138) 

і доповнимо перші дві складові в лівій частині рівняння (7.138) до повного 

квад-рату 
2

2

2

2

r1

r

r1

r1
v

r1

r
u

r1

r2
u 





























 . 

Тоді після простих перетворень отримаємо 
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                                    (7.139) 

причому 

r1

1
R r


 .                                            (7.140) 

Вираз (7.139) являє собою рівняння сім’ї кіл, що мають радіуси, які ви-

значаються виразом (7.140) і розта-

шовані в площині комплексної змін-

ної величини 
u

p  (рис. 7.26). Оскільки 

вигляд цих кіл визначається нормова-

ним активним опором  r , то вони на-

зиваються  r-колами. Центри  r-кіл 

лежать на дійсній осі  u,  оскільки ко-

ординати цих центрів дорівнюють 
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Рис. 7.26. Сім’я r-кіл 
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.0v,
r1

r
u 00 


          (7.141) 

Всі  r-кола мають спільну точку з координатами (1, 0), оскільки відстань 

від цієї точки до центра кола дорівнює радіусу – 

.R
r1

1
u1 r0 


  

Сама точка (1, 0) являє собою вироджене коло, яке відповідає нескінченно ве-

ликому активному опору  )0R(r r  . 

Коло, яке відповідає значенню нормованого активного опору  1r  , тобто 

активному опору, що дорівнює хвильовому опору лінії, проходить через по-

чаток координат. 

Вся сім’я r-кіл лежить всередині кола одиничного радіуса, яке відповідає 

нульовому значенню опору  r. Частина комплексної площини, що обмежена 

цим колом, охоплює точки, які відповідають усім можливим значенням акти-

вного нормованого опору. 

 

Графіки нормованих реактивних опорів довгої лінії 

 

Друге рівняння системи (7.136), що характеризує реактивну складову 

вхідного опору лінії, можна записати таким чином: 

v2xvxuxu2x 22  , 

або інакше 
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                            (7.142) 

Доповнимо вирази в дужках співвідношення (7.142) до повних квадратів і 

одер-жимо 
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(7.143) 

причому 

.x1Rx                                         (7.144) 

Вираз (7.143) за аналогією з (7.139) 

також є рівнянням кола з радіусом, що 
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Рис. 7.27. Сім’я х-дуг 
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визначається виразом (7.144). Параметри цих кіл на площині комплексної 

змінної 
u

p  визначаються значенням реактивної складової х комплексного 

вхід-ного опору лінії і тому вони називаються х-колами. Центри х-кіл лежать 

на прямій лінії, яка паралельна осі ординат  v і розташована на відстані 

1uu 0   від неї (рис. 7.27). Координати центрів х-кіл мають значення 

.x1v,1u 00            (7.145) 

Оскільки реальним значенням активної складової нормованого вхід-ного 

опору відповідає частина комп-лексної площини, яка обмежена колом, що ві-

дповідає нормованому активному опору r = 0, то достатньо замість х-кіл по-

будувати х-дуги, які лежать всередині даного кола (рис. 7.27). Всі х-кола (або 

х-дуги) мають спільну точку з координатами (1, 0), яка в цьому випадку є ви-

родженим колом, що відповідає значенню ).0R(x x   Тобто точка (1, 0) 

відображає переріз лінії, в якому ця лінія є розімкненою на кінці 

(  x,r ). 

Таким чином, на рис. 7.27 дійсна вісь відповідає нормованому реактив-

ному опору  х , що дорівнює нулю, тобто чисто активному опору лінії. Як на-

слідок, точка з координатами (-1, 0), в якій перетинаються  r-коло при  0r   

та х-коло при  0x  , відображає переріз лінії, в якому лінія є короткозамкне-

ною на кінці. 

Верхня напівплощина комплексної площини змінної величини  
u

p  відпо-

відає додатнім значенням нормованого реактивного опору, тобто вхідному 

опору лінії, що має індуктивний характер реактивності, а нижня напівплощи-

на – від’ємним значенням нормованого реактивного опору, тобто вхідному 

опору лінії, що має ємнісний характер реактивності. 

 

Визначення зв’язку між вхідним опором та 

коефіцієнтом відбиття лінії 

 

Кожна точка комплексної площини змінної 
u

p , яка знаходиться всереди-

ні  r-кола одиничного радіуса, відображає переріз довгої лінії з конкретним 

зна-ченням активної та реактивної складових вхідного опору лінії. Одночасно 

будь-яка з цих точок характеризує конкретне значення коефіцієнта відбиття 

u
p , який заданий дійсною u та уявною v частинами. 

Таким чином, отримані вище графіки на рис. 7.26 та рис. 7.27 зв’язують 

між собою значення активної і реактивної складових вхідного опору довгої 
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лінії зі значеннями коефіцієнта відбиття. Однак для здійснення безпосеред-

нього пере-ходу від величин активного r та реактивного х опорів до конкрет-

ного значення коефіцієнта відбиття необхідно на комплексній площині нанес-

ти значення мо-дуля pu та аргументу 
up  цього коефіцієнта. Зробити це нева-

жко, оскільки дані параметри є полярними координатами точок площини 

комплексної змінної величини 
u

p . В результаті фіксованим значенням модуля 

коефіцієнта відбиття up  на комплексній площині відповідають концентричні 

кола, а фіксованим зна-ченням його аргументу 
up -радіуси, які виходять з 

початку координат (рис. 7.28).  

Використовуючи наведену координатну сітку, можна через задані дійсну 

та уявну частини коефіцієнта відбиття u та v знайти параметри 
upu таp  , 

причому аргумент коефіцієнта відбиття відраховується від додатної півосі u  

проти стрілки годинника. 

Оскільки всі графіки, що зобра-

жені на рис. 7.26 – 7.28, побудовані в 

одній і тій самій системі координат, то 

їх можна сумістити. При цьому мати-

мемо номограму для безпосереднього 

перерахування параметрів r, х та 

upu ,p  . Слід також відмітити, що 

додатна піввісь  u, де  0
up  , а зна-

чить, пряма та зворотна хвилі напруги 

синфазні, відображає перерізи пучнос-

тей напруги в лінії. І навпаки, від’ємна 

піввісь  u  відповідає вузлам напруги в 

лінії, оскільки на цій півосі  
up , а 

це означає, що пряма та відбита хвилі напруги протифазні. 

 

Повна діаграма опорів Вольперта-Сміта 

 

При розрахунках складових вхідного комплексного опору довгої лінії 

доцільно розглядати їх зв’язок не з модулем та аргументом коефіцієнта від-

биття, а з іншими зв’язаними з ними параметрами, які можна визначити екс-

периментально. Такими параметрами є коефіцієнт біжучої хвилі  kб  та кутова 

3

4

π 2

3

π 

3

5

π 

6

11

π 

Рис. 7.28. Сім’ї  up -кіл та  
up -радіусів 
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хвильова відстань  в  від заданого перерізу лінії до найближчого до її кі-

нця вузла напруги (рис. 7.25). 

Зв’язок між модулем коефіцієнта відбиття  up  та коефіцієнтом біжучої 

хвилі  kб  характеризується співвідношеннями (7.95) та (7.96), а з рис. 7.25 ви-

дно, що різниця між кутовими відстанями    та  п  на величину  2  відрі-

зняється від хвильової відстані   . Тобто маємо 

2п   .                                     (7.146) 

Отже, з урахуванням виразів (7.133) та (7.146) можна легко встановити 

зв’язок між аргументом коефіцієнта відбиття 
up  та хвильовою відстанню   , 

тобто 

.22,)2(2
uu pp                       (7.147) 

Таким чином, на рис. 7.28 координатні лінії  up  можна проградуювати в 

значеннях  бk , а координатні лінії  
up – в значеннях   . У відповідності з ви-

разом (7.147) відрахунок хвильової відстані здійснюється починаючи від 

від’ємної дійсної півосі в напрямку руху стрілки годинника. Це пояснюється, 

по-перше, тим, що нульовому значенню    відповідає значення   
up , а по-

друге – наявністю знаку “мінус” в правій частині першого з виразів (7.147) і 

таким самим знаком перед складовою  2
up   в другому з цих виразів. Слід 

також зазначити, що змінюванню аргументу  
up коефіцієнта відбиття на кут  

2  відповідає змінювання хвильової відстані    на  . 

Суміщення  r-кіл, х-дуг та КБХ-кіл дозволяє отримати колову діаграму 

дов-гої лінії або діаграму опорів Вольперта-Сміта, яка наведена на рис. 7.29.  

На цій діаграмі дійсна вісь комплексної змінної величини  
u

p  розташо-

вана вертикально, причому додатна піввісь  u  спрямована вниз. Всі хвильові 

відстані  





2
 відраховуються від верхньої від’ємної півосі u не в ку-

тових одиницях,  а у відносних одиницях довжини   . 

Слід зазначити, що  КБХ-кола на коловій діаграмі співпадають з  r-

колами в точках, що лежать на від’ємній (верхній) півосі u, де нормований 

опір r зміню-ється від 0 до 1. Дійсно, ці точки відповідають вузлам напруги, 

тобто тим перерізам лінії, де вхідний опір лінії чисто активний (zвх = r), а кое-

фіцієнт від-биття є дійсною величиною ( uu
pp  ). Якщо ці значення опору та 

коефіцієнта відбиття підставити в співвідношення (7.134) та врахувати (7.95), 

то одержимо 
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                                            (7.148) 

Отже, спеціально оцифровувати КБХ-кола потреби немає.   

Будь-який переріз довгої лінії, в якому задані параметри  хтаr   або  

таkб , відображається конкретною точкою на діаграмі опорів. Перемі-

щенню вздовж лінії із заданого перерізу в інший на цій діаграмі відповідає 

переміщення вздовж КБХ-кола на задану відстань   . Дійсно, при перемі-

щенні вздовж ідеальної лінії КБХ не змінюється, а має місце лише змінюван-
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Рис. 7.29. Колова діаграма довгої лінії 
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ня відносної відстані до першого вузла напруги  в . 

Слід також зазначити, що переміщенню вздовж лінії від навантаження до 

генератора відповідає напрямок, який збігається з напрямком руху стрілки 

годинника, а переміщенню від генератора до навантаження – переміщення на 

діаграмі проти руху стрілки годинника. 

При переміщенні вздовж лінії на відстань, яка кратна половині довжини 

хвилі, робоча точка на діаграмі опорів описує повне коло і повертається у ви-

хідну точку з попереднім значенням опору. Тому при розрахунках відносної 

відстані     ціле число півхвиль необхідно відкинути. 

 

Розрахунок вхідної провідності довгої лінії 

 

Якщо на практиці здійснюють паралельне з’єднання декількох відрізків 

довгої лінії, то необхідно переходити від розрахунку опорів до розрахунку 

провідностей. При цьому слід користуватися поняттям нормованої комплекс-

ної вхідної провідності 

,jbgz1y
вхвх

                                     (7.149) 

де  хвхв YBb,YGg   – нормовані активна та реактивна складові провідно-

сті; хвхв Z1Y   – хвильова провідність довгої лінії без втрат. 

Для розв’язування задач такого типу можна успішно використовувати 

колову діаграму опорів. 

На основі співвідношень (7.134) та (7.149) можна записати 

.
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z

1
y

u

u

вх
вх 


                                    (7.150) 

Якщо врахувати, що  1e j  , то вираз (7.150) матиме вигляд 
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                       (7.151) 

Співставляючи вирази (7.134) та 

(7.151), приходимо до висновку, що 

при переході від нормованого опору 

до нормованої провідності відбува-

ється прирощення на     аргументу 

комплексного коефіцієнта відбиття  

u
p  при незмінному модулі цього ко-

ефіцієнта. Це означає, що в разі зада-

Рис. 7.30. Перерахунок опору в провідність 

за допомогою колової діаграми 
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ного на коловій діаграмі нормованого комплексного опору  вхz  відповідну 

нормовану провідність  
вх

y  можна визначити переміщенням із заданої точки  

z  вздовж КБХ-кола ( up -кола) на кут   (рис. 7.30). При цьому здійснюється 

перехід від заданої точки, яка відповідає вхідному опору вхz , в діаметрально 

протилежну симетрич-но розташовану точку  y . Через цю нову точку прохо-

дять деякі  r-коло та х-дуга, які і дають значення активної  g  та реактивної  b  

складових вхідної провідності. 

Таким чином, користуючись коловою діаграмою, можна швидко перера-

хувати комплексний вхідний опір у відповідну провідність та навпаки. 

7.7.3. Розрахунок опорів та провідностей за допомогою колової діаграми 

При розв’язуванні задач, які стосуються знаходження вхідних опорів та 

провідностей довгої лінії без втрат, треба керуватися наступними загальними 

правилами: 

1. При заданому опорі  jXRZ    або провідності  jBGY   знаходять 

нормований опір  jxrz   або нормовану провідність  jbgy   відповідно. 

2. Якщо задана абсолютна відстань   , то розраховують відносну відс-

тань  . При знаходженні відносної відстані від величини    відкидається 

ціле число півхвиль або від величини відносної відстані відкидається число, 

кратне числу  0,5. 

3. У відповідності з парами параметрів  r  та  x, g  та  b, а також  kб  та  

 , які визначають шляхом розрахунків або експериментально, на коловій 

діаграмі знаходять вихідну точку, що відповідає перерізу лінії з такими пара-

метрами. При цьму вихідна точка визначається як точка перетину відповідних  

r-кола та  х-дуги, g-кола та b-дуги або КБХ-кола та радіуса  . 

4. Якщо треба знайти вхідний опір або вхідну провідність в іншому пе-

рерізі лінії, то здійснюється перехід з вихідної точки вздовж КБХ-кола на за-

дану відносну відстань   . Це означає, що радіус, який проходить через ви-

хідну точку, треба повернути на кут, що відповідає відносній відстані   . 

При цьому переміщення на діаграмі опорів здійснюється в напрямку обертан-

ня стрілки годинника, якщо перехід вздовж лінії з одного перерізу в інший 

здійснюється в бік генератора, і проти руху стрілки годинника, якщо перехід 

вздовж лінії здійснюється в бік навантаження. Шукана точка на діаграмі ви-

значається як точка перетину КБХ-кола та повернутого радіуса. 
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Відрахунок нормованих опору або провідності здійснюється за допомо-

гою  r-кола та  х-дуги або за допомогою  g-кола та  b-дуги, які проходять че-

рез знайдену точку. 

5. Перерахування знайдених нормованих опорів або провідностей в аб-

солютні значення вхідного опору та провідності здійснюється за допомогою 

таких співвідношень: 

.YyY;ZzZ хввхвххввхвх   

6. Якщо за умовами задачі необхідно знайти відстань між двома перері-

зами лінії, де задані вхідні опори або провідності, то згідно з п.п. 3 визнача-

ється по-ложення на діаграмі двох вихідних точок. Шукана відносна відстань 

може бути знайдена як різниця двох значень відносної відстані  

 21 та  , які визна-чають за допомогою двох радіусів, що проходять че-

рез вихідні точки. Потім відносна відстань   )( 21   перераховується у її 

абсолютне значення  .21    

7.8. Практичне застосування реальних довгих ліній 

7.8.1. Довга лінія як фідер 

Найчастіше довгі лінії застосовують для передачі електромагнітної енер-

гії від генераторів різного призначення до споживачів. У цьому випадку їх на-

зивають лініями передачі або фідерами (від англійського слова tu feed – жи-

вити). 

Існують фідери різних типів. В низькочастотній частині діапазону мет-

рових хвиль та в діапазоні більш довгих хвиль для передачі енергії електро-

магнітних коливань використовують відкритий двопровідний фідер (рис. 7.3, 

а). Однак на більш коротких хвилях відкрита лінія починає інтенсивно ви-

промінювати електромагнітне поле. Окрім того одночасно сильно зростають і 

теплові втрати в провідниках, що значно знижує коефіцієнт корисної дії 

(ККД) фідера. 

У високочастотній частині метрового та в дециметровому діапазоні 

хвиль найбільше розповсюдження знайшли коаксіальні лінії передачі, які 

майже не мають втрат на випромінювання. Це обумовлено тим, що електро-

магнітне поле такої лінії відокремлене від зовнішнього простору оболонкою 

зовнішнього циліндричного провідника. Такий фідер має також менші тепло-

ві втрати, оскільки провідники, що утворюють коаксіальну лінію, мають дос-

татньо великі за площею поверхні.  
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На сантиметрових хвилях в якості фідерів використовуються смужкові 

лінії та хвилеводи. Завдяки відсутності в хвилеводі внутрішнього провідника 

зменшуються витрати на нагрівання і, як наслідок, підвищується ККД фідера 

в порівнянні з коаксіальним. 

Для того, щоб електромагнітна енергія з допомогою фідера передавалась 

з найменшими втратами, він повинен узгоджуватись з навантаженням і пра-

цювати в режимі біжучих хвиль. Покажемо, що  ККД  фідера в цьому випадку 

найбільший. 

Відомо, що коефіцієнт корисної дії визначається виразом 

,PP 0н                                                  (7.151) 

де  Pн – потужність, що споживається навантаженням; P0 – потужність, яку 

джерело енергії віддає у фідер. 

Потужність, яка переноситься хвилею вздовж фідера, в будь-якому пере-

різі лінії можна розглядати як різницю потужностей, що переносяться пря-

мою та зворотною хвилею. Тоді вираз (7.151) запишеться у вигляді 

1зв1пр

2зв2пр

PP

PP




 ,                                           (7.152) 

де  Pпр2, Pпр1 – потужності прямих хвиль на виході та вході фідера;  

       Pзв2, Pзв1 – потужності зворотних хвиль на виході та вході фідера. 

Оскільки опір лінії прямій та зворотній хвилі напруги і струму дорівнює 

хвильовому, то на основі (7.152) отримаємо 
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                      (7.153) 

або з урахуванням виразів (7.34), (7.38) та (7.40) – 
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                          (7.154) 

де  2u1u pтаp  – модулі коефіцієнтів відбиття напруги на вході і виході фіде-

ра. 

З виразу (7.154) видно, що при збільшенні втрат та зростанні коефіцієнта 

відбиття на виході лінії ККД фідера знижується. Якщо ж коефіцієнт відбиття  

0p 2u  , то дійсно із співвідношення (7.154) отримаємо вираз для максима-

льно можливого значення ККД – 

.e 2
max

                                          (7.155) 

У випадку, коли втрати в лінії малі і величина  12  , отримаємо 

.21max                                         (7.156) 
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Аналіз виразу (7.154) також показує, що додаткового підвищення ККД 

фідера можна досягти шляхом кращого узгодження лінії з джерелом сигналу. 

7.8.2. Довга лінія як реактивний двополюсник 

В діапазоні метрових та більш коротких хвиль пасивні елементи із зосе-

редженими параметрами втрачають свої основні властивості. Наприклад, ко-

тушка індуктивності в цьому діапазоні може не мати властивостей індуктив-

ного елемента, оскільки в цьому випадку переважаючий вплив може мати мі-

жвиткова ємність. Так само в конденсаторі на дуже високих частотах суттє-

вий вплив має індуктивність виводів. Якраз з цієї причини в даному діапазоні 

хвиль (частот) елементи із зосередженими параметрами замінюються на еле-

менти з розподіленими параметрами. Роль таких елементів відіграють відріз-

ки довгих ліній. 

При достатньо малій довжині  0  відрізка реальної довгої лінії втратами 

в ньому можна знехтувати. Тому в ролі реактивних хвильових двополюсників 

можна використовувати відрізки лінії в режимі стоячих хвиль, зокрема корот-

козамкнені та розімкнені відрізки довгої лінії з малими втратами, вхідні опо-

ри яких наближено можна вважати чисто реактивними. 

В ролі такого реактивного хвильового двополюсника найбільш зручно 

використовувати відрізок довгої лінії з рухомою короткозамикаючою пере-

мичкою, так званий реактивний шлейф. При зміщенні цієї перемички вздовж 

лінії змінюється довжина короткозамкненого відрізка лінії, а значить, і його 

вхідний опір. Для відрізка лінії довжиною  0  на основі виразів (7.74) та 

(7.75) отримаємо 

0хв0хввхвх

2
tgZtgZХZ 




 ,                        (7.157) 

а з урахуванням того, що фазова швидкість  фv , можна записати 

,tgZ
v

tgZХ лхв0

ф

хввх 


                                (7.158) 

де  ф0л v – час розповсюдження прямої або зворотної хвилі вздовж відрі-

зка лінії. 

Згідно з виразами (7.157) та (7.158)  залежність  )х(Хвх   одночасно мож-

на розглядати як частотну залежність реактивного опору шлейфа  )(Хвх    

при його фіксованій довжині ( const0  ). При цьому короткозамкнений від-

різок лінії може мати як індуктивний, так і ємнісний характер опору (рис. 
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7.14). Зокрема, якщо довжина відрізка  40  , то даний двополюсник має 

індуктивний характер реактивного опору. Тому на будь-якій частоті  

л2  його можна використовувати як пасивний елемент з еквівалентною 

індуктивністю 

.
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0хв
0
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                              (7.159) 

При цьому довжина відрізка лінії дорівнює 

.
Z

L
arctg

v

хв

еквф
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                                        (7.160) 

Якщо ж довжина реактивного шлейфа  24 0   , то в діапазоні час-

тот  лл 2  він має ємнісний характер опору і може використовува-

тись замість пасивного елемента з ємністю 
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                          (7.161) 

Довжина відрізка лінії при цьому складає величину 

)ZC(arcctg
v

хвекв

ф

0 


 .                                   (7.162) 

Набагато рідше в якості реактивних елементів із розподіленими парамет-

рами використовуються розімкнені відрізки довгої лінії, оскільки  перестрою-

вати їх параметри можливо лише шляхом змінювання довжини такого відріз-

ка. У цьому випадку маємо протилежну картину в порівнянні з попереднім. 

При довжині відрізка  40   отримаємо ємнісний характер опору, а якщо  

24 0   , то розімкнений відрізок матиме індуктивний характер опору. 

7.8.3. Довга лінія як узгоджуючий пристрій 

При заданому опорі навантаження  нZ  та відомому хвильовому опорі  

хвZ  реальної довгої лінії умова її узгодженої роботи має вигляд 

хвн ZZ                                              (7.163) 

і дуже часто не виконується. У цьому випадку для одержання у фідері режиму 

біжучих хвиль підключення навантаження здійснюють через узгоджуючий 

пристрій.  

Найпростішим таким пристроєм є чверть-

хвильовий трансформатор опорів, виконаний у 

вигляді відрізка довгої лінії довжиною  4 . 

Zхв Rн Zхв т 

λ/4 

Рис. 7.31. Включення узгоджуючого 

пристрою при активному 

навантаженні 
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Якщо опір навантаження лінії чисто активний, тобто  нн RZ  , то чвертьхви-

льовий трансформатор можна включати безпосередньо між фідером та наван-

таженням (рис. 7.31). Зазвичай втрати у фідерах дуже малі і ними можна зне-

хтувати. Тоді умова (7.163) запишеться 

.ZRZ хвнн                  (7.164) 

Згідно зі співвідношенням (7.116) вхідний опір чвертьхвильового трансфор-

матора в схемі на рис. 7.31 є дійсною величиною і дорівнює 

н

2
тхв

вх
R

Z
Z  ,                                             (7.165) 

де  тхвZ  – хвильовий опір узгоджуючого пристрою. 

Якщо прирівняти опори, що визначаються виразами (7.164) та (7.165), то 

отримаємо вираз для знаходження хвильового опору трансформатора, що за-

безпечує узгодження фідера з навантаженням – 

.RZZ нхвтхв                                       (7.166) 

У цьому випадку вхідний опір чвертьхвильового трансформатора навантаже-

но-го на опір  нR  дорівнюватиме  хвZ  і в основній лінії встановиться режим, 

близький до режиму біжучих хвиль. Відрізок лінії, що використовується як 

узгоджуючий пристрій, працює в режимі змішаних хвиль, але внаслідок його 

малої довжини втрати енергії в ньому незначні. 

У тому випадку, коли опір навантаження лінії має комплексний характер, 

узгоджуючий чвертьхвильовий трансформатор слід включати на деякій відс-

тані від кінця лінії, а саме в такому місці, де вхідний опір останньої чисто ак-

тивний (рис. 7.32). Якщо вхідний опір відрізка лінії довжиною 1  між транс-

форматором та наван-таженням дорівнює 
'
нR , то шуканий хвильо-вий опір узгоджую-

чого трансформатора дорівнює 

.ZRZ хв
'
нтхв              (7.167) 

При цьому відстань  1  можна легко визна-

чити за допомогою колової діаграми. 

Для розміщення чвертьхвильового тра-

нсформатора в схемі на рис. 7.32 треба роз-

різати фідер, що незручно в конструктивному плані. Окрім того, параметри 

лінії, на базі якої створюється узгоджуючий пристрій, завжди відрізняються 

від параметрів фідера.  

Zхв Zхв Zн Zхв т 

λ/4 ℓ1 

Рис. 7.32. Включення узгоджуючого 

пристрою при комплексному 

навантаженні 
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На жаль розглянуті узгоджуючі пристрої мають жорстко фіксовані пара-

метри, які неможливо регулювати. 

Вільним від цих недоліків є запропонований В. В. Татариновим метод 

узгодження за допомогою одного або двох реактивних шлейфів, які  констру-

ктивно являють собою короткозамкнені відрізки довгої лінії того самого ти-

пу, що й узгоджуваний фідер. 

При використанні одного реактивного шлейфа, параметри якого можна 

легко змінювати шляхом переміщення короткозамикаючої перемички 

(рис. 7.33), його підключають до основної лінії в тому місці, де активна скла-

до-ва її вхідної провідності дорівнює хвильовій провідності реактивного 

шлейфа – 

.YG шхввх   

Реактивна складова вхідної провідності лінії  Ввх  в  точці, координату 1  якої 

можна також визначити за допомогою колової 

діаграми, повинна дорівнювати вхідній прові-

дності реактивного шлейфа  Вш  за абсолют-

ною величиною, але мати протилежний харак-

тер реактивного опору. Тоді результуюча вхід-

на провідність основної лінії в точках підклю-

чення шлейфа дорівнюватиме хвильовій – 

.Y)ВB(jYY хввхшхв
'
вх   

Це означає, що в основній частині довгої лінії, 

яка знаходиться зліва від точок підключення 

реактивного шлейфа, буде існувати режим біжучих хвиль і зворотні хвилі на-

пруги та струму будуть відсутні.  

Якщо ж опір навантаження буде змінюватись, то настроювання однош-

лейфового узгоджуючого прис-трою по-

требує переміщення шлейфа вздовж лі-

нії. Від цього недоліку є вільним двош-

лейфовий узгоджуючий пристрій, схема 

якого наведена на рис. 7.34. У цьому 

пристрої і відстань 2  між реактивними 

шлейфами, і відстань 1  між наванта-

женням  нY  та розташованим ближче до 

нього шлейфом є фіксованими. При цьо-

му відстань  2  зазвичай вибирають рів-

Zхв 

Рис. 7.33. Узгоджуючий пристрій з 

реактивним шлейфом 
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Рис. 7.34. Двошлейфовий узгоджуючий 

пристрій 
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ною  8  або 83 , а відстань  1  задають виходячи з конструктивних мірку-

вань. 

За допомогою вибору довжини 2ш  першого реактивного шлейфа, який 

розташований ближче до навантаження, досягають того, що активна складова 

вхіднї провідності лінії в точках підключення до неї іншого шлейфа дорівнює  

.Yхв  Тоді реактивна складова вхідної провідності лінії в точках підключення 

другого шлейфа повинна компенсуватися реактивною провідністю останньо-

го. Така компенсація досягається регулюванням довжини  1ш  цього реактив-

ного шлейфа. 

7.8.4. Довга лінія як резонансний двополюсник 

Відомо, що короткозамкнений відрізок довгої лінії без втрат довжиною  

4k   має  або  нескінченно  малий  (коли ...,4,2k  ), або нескінченно ве-

ликий (коли ...),3,1k   вхідний опір. В той же час аналогічний відрізок реа-

льної лінії в першому випадку має мінімальний чисто активний опір і пово-

дить себе аналогічно до послідовного коливального контура із зосереджени-

ми параметрами. Якщо ж довжина відрізка реальної лінії кратна непарному 

числу четвертей довжини хвилі, то його вхідний опір набуває максимального 

і також чисто активного значення. Такий відрізок за своїми властивостями 

аналогічний до паралельного коливального контура із зосередженими пара-

метрами. 

Якщо розглянуті відрізки мають мінімально можливу довжину 

( 2або4  ), то втрати в таких відрізках дуже малі, а режим їх роботи бли-

зький до режиму стоячих хвиль. Щоб визначити добротність резонансних 

хвильових двополюсників треба врахувати, що в режимі стоячих хвиль на-

пруга та струм в лінії знаходяться в квадратурі, а в цьому випадку передачі 

електромагнітної енергії вздовж лінії не відбувається. Енергія, що в цьому 

випадку накопичується в лінії, лише переходить з магнітного поля в електри-

чне та навпаки. Отже, запас енергії у відрізку лінії залишається незмінним у 

часі і дорівнює або максимальній енергії в магнітному полі, коли струм набу-

ває амплітудного значення, або максимальній енергії в електричному полі, 

коли амплітудного значення сягає напруга – 
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                       (7.168) 

Потужність втрат в даних резонансних відрізках лінії складається з по-

тужностей втрат на погонних опорі  R1  та провідності  G1, а саме 
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Відомо, що у відповідності з визначеннями добротності та згасання для 

будь-якого пасивного резонансного елемента кола можна записати 

R
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d

1
Q  .                           (7.170) 

Отже, використовуючи вирази (7.168) – (7.170), для згасання резонанс-

них відрізків довгої лінії довжиною    на резонансній частоті  0   одержимо 
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                              (7.171) 

Якщо врахувати співвідношення (7.61) та (7.17) вираз (7.171) можна записати 

у вигляді, більш зручному для розрахунків – 

.
2

Q








                                     (7.172) 

В діапазоні метрових та більш коротких хвиль добротність розглянутих 

резонансних відрізків довгої лінії складає тисячі і навіть десятки тисяч оди-

ниць, в той час як добротність коливальних контурів із зосередженими пара-

метрами тут різко знижується. Такими самими властивостями характеризу-

ються і ро-зімкнені відрізки довгої лінії. 

Розглянуті властивості короткозамкнених та розімкнених відрізків дов-

гих ліній з малими втратами дозволяють використовувати їх в якості колива-

льних систем в діапазоні надвисоких частот, коли добротність коливальних 

контурів, складених з дискретних котушок індуктивностей та конденсаторів, 

стає низькою. На відміну від коливальних систем із зосередженими парамет-

рами число резонансних частот в коливальних системах з розподіленими па-

раметрами є нескінченно великим. 

Слід зазначити, що резонансні властивості хвильових двополюсників 

знаходять й інші застосування. Наприклад, короткозамкнений чвертьхвильо-

вий відрізок лінії, що характеризується високою добротністю, має резонанс-

ний опір порядку сотень кілоом та одиниць мегаом. При такому великому 

Zхв 

Рис. 7.35. Металеві ізолятори 

λ/4 

а) б) 

ℓ
’ 

ℓ
 



265 

 

опорі він може успішно використовуватися як металевий ізолятор. Такі чвер-

тьхвильові ізоля-тори застосовуються для закріплення проводів двопровідно-

го фідера (7.35, а) та внутрішнього проводу коаксіального фідера (рис. 7.35, 

б). 

У коаксіальному фідері металічний ізолятор виконується у вигляді ста-

кана, що являє собою короткозамкнений відрізок коаксіальної лінії, однак до-

вжину цього стакана вибирають дещо більшою, ніж четверть довжини хвилі 

( 4 ). При цьому маємо ємнісний характер вхідної провідності ізолятора, 

яка компен-сує індуктивну провідність виступаючої частини опорного стерж-

ня довжиною  . 

Іще одне застосування знаходить чвертьхвильовий резонансний шлейф в 

лінійному вольтметрі, який використовується для вимірювання напруг в дов-

гій лінії. У цьому шлейфі замість короткозамикаючої перемички включають 

вимірювальний пристрій (амперметр), який має практично нульовий вхідний 

опір (рис. 7.36). Такий пристрій називається вимірювальним шлейфом і є ос-

новою для побудови так званих вимірювальних ліній. 

Очевидно, що підключення вимірювального шлейфа до фідера практич-

но не впливає на режим роботи останнього, оскільки такий шлейф має дуже 

великий чисто активний вхідний опір. Якщо вимірювальний шлейф перемі-

щувати вздовж лінії, то можна виміряти напругу в будь-якому її перерізі. 

Тобто в цьому випадку вимірювальний шлейф виконує функцію лінійного 

вольтметра. 

Якщо короткозамкнений відрізок довгої лінії довжиною  4  має ду-

же великий вхідний опір, то аналогічний за дов-

жиною розімкнений відрізок має близький до 

нуля вхідний опір. Ця обставина дозволяє вико-

ристовувати такі відрізки ліній для безконтакт-

ного зчленування нерухомих та рухомих частин 

антенно-фідерних трактів. 

Необхідність такого застосування розімк-

неного чвертьхвильового відрізка обумовлена 

тією обставиною, що в рухомих металевих зчле-

нуваннях дуже складно реалізувати надійний електричний контакт. Тому в 

місці зчленування нерухомої частини фідера та рухомої частини безпосеред-

нього підводу до антенно-фідерного пристрою встановлюють чвертьхвильо-

вий розімкнений відрізок довгої лінії, який має близький до нуля вхідний опір 

на робочій частоті фідера. 

А 

Zхв 

Рис. 7.36. Вимірювальний шлейф 

4

 



266 

 

Додаток 1. 
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Продовження додатку 
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